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本 书 编者 依据 教育 部 制定 的 “工科 类 本 科 数 学 基础 课程 教学 基本 要 求 ”, 针 对 使 用 
本 教材 的 同行 和 广大 读者 的 反馈 信息 ,总 结 第 1 版 教材 在 教学 使 用 中 的 经 验 和 不 足 , 运 
用 现代 概率 统计 学 的 观点 、 方 法 ,对 其 进行 重新 设计 修订. 

本 书 保留 了 第 1 版 的 体系 ,在 突出 知识 结构 严谨 ,简明 易学 特色 的 前 提 下 ,对 第 
1 版 内 容 作 了 如 下 修改 : 第 1 章 “ 概 率 论 的 基本 概念 ”改名 为 “随机 事件 及 其 概率 ”; 为 便 
于 读者 学 习 , 在 每 章 都 增加 了 “小 结 ”, 梳 理 本 章 的 主要 内 容 和 知识 结构 ,指明 重点 、 难 
点 ;对 内 容 , 例 题 \ 习 题 作 了 适当 的 增 减 ; 删 去 了 原 附录 中 “统计 软件 Minitab 简介 ”的 内 
容 , 在 附录 中 增加 了 “常用 术语 的 汉 英 对 照 ”, 以 便 读者 查阅 、 学 习 相关 英文 文献 资料 . 

本 书 第 1 章 、 第 8 章 由 姜 本 源 负责 修改 ,第 2 章 、 第 3 章 由 宋 介 珠 负责 修改 ,第 4 章 、 
第 5 章 由 张 金海 负责 修改 ,第 6 章 、 第 7 章 由 屠 良 平 负责 修改 , 马 东 怡 丁 桂 艳 \ 卢 飞龙 负 
责 习题 部 分 的 修订 , 马 东 怡 负责 附录 B 的 编写 ,全 书 由 姜 本 源 统 稿 , 本 次 修订 得 到 了 清 
华 大 学 出 版 社 和 辽宁 科技 大 学 有 关 领 导 的 大 力 支持 ,同时 也 得 到 了 广大 师 生 的 关心 和 
帮助 ,在 此 深 表 感谢 . 
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本 书 是 作者 在 积累 多 年 的 工科 概率 论 与 数理 统计 课程 教学 经 验 并 参考 大 量 的 国内 
外 同类 教材 基础 上 编写 的 . 在 教材 体系 与 内 容 安排 上 ,我 们 注重 联系 工科 各 专业 的 实 
际 ,将 收集 的 工程 与 生活 中 概率 统计 的 应 用 实例 写 入 教材 ,站 在 培养 学 生 把 数学 理论 应 
用 于 工程 实践 的 意识 与 能 力 , 以 适用 于 应 用 型 人 才 的 培养 . 本 书 在 确保 知识 结构 严密 的 
基础 上 ,力图 概念 讲述 简洁 明了 ,理论 论证 深入 浅 出 . 

全 书 共 8 章 , 分 为 两 部 分 : 概率 论 部 分 主要 讲述 了 随机 事件 、 一 维 及 多 维 随机 变量 
的 分 布 .随机 变量 的 数字 特征 、 大 数 定律 及 中 心 极限 定理 等 内 容 ;统计 部 分 主要 讲述 了 
区 间 估 计 与 假设 检验 两 种 统计 推断 方法 ,并 简单 介绍 了 方差 分 析 与 回归 分 析 . 最 后 在 本 
书 的 附录 中 扼要 介绍 了 Minitab 软件 的 使 用 方法 ， 

本 书 在 习题 配备 上 ,力求 突出 工科 特色 .每 章 的 习题 分 成 两 部 分 : 一 部 分 是 基本 要 
求 题 ; 另 一 部 分 是 补充 与 提高 题 . 

本 书 适 用 于 工科 本 、 专 科 生 的 概率 论 与 数理 统计 课程 教学 (其 中 “x ”部 分 是 供 选 
学 的 ). 

本 书 的 主编 为 王 金 萍 、 张 金海 、 姜 本 源 、 宋 介 珠 , 副 主编 为 张大 庆 、 刘 吴 、 孟 丽 新 、 丁 
桂 艳 ,全 书 由 何 希 勤 教授 统 稿 .在 本 书 的 编写 过 程 中 得 到 了 辽宁 科技 大 学 理学 院 领导 及 
同行 们 的 大 力 支持 ,在 此 表示 感谢 . 

由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 不 受 之 处 , 忍 请 专家 及 广大 师 生 提出 宝贵 意见 . 
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随机 事件 及 其 概率 


对 于 自然 界 和 日 常生 活 中 发 生 的 各 种 现象 ,通常 可 以 将 其 分 为 两 类 . 一 类 称 为 确定 性 现 
象 , 即 在 一 定 条 件 下 必然 发 生 或 必然 不 发 生 的 现象 . 例如 : 太阳 从 东方 升 起 ;上 抛 的 石子 一 
定 落下 . 另 一 类 称 为 随机 现象 , 即 在 一 定 条 件 下 可 能 发 生 ,也 可 能 不 发 生 的 现象 ,其 结果 无 法 
事先 预知 . 例如 : 掷 一 枚 硬币 落 在 平面 上 ,可 能 字面 朝 上 ,也 可 能 另 一 面 朝 上 ; 远 距 离 射 击 一 
个 目标 ,可 能 击 中 ,也 可 能 击 不 中 . 尽管 随机 现象 具有 不 确定 性 ,但 人 们 通过 进一步 研究 却 发 
现 这 些 随机 现象 在 大 量 重复 试验 下 ,其 结果 具有 某 种 规律 性 . 例如 ,多 次 重复 抛 一 枚 硬币 得 
到 字面 朝 上 的 次 数 大 体 上 占 一 半 . 这 种 在 大 量 重复 试验 中 ,随机 现象 所 呈现 出 的 内 在 规律 性 
称 为 统计 规律 性 . 因而 ,随机 现象 具有 两 个 特点 : 在 一 次 具体 试验 中 ,现象 可 能 发 生 , 也 可 
能 不 发 生 , 即 结果 呈现 出 不 确定 性 ;@ 在 大 量 重复 试验 中 ,其 结果 具有 统计 规律 性 . 

概率 论 与 数理 统计 就 是 研究 随机 现象 的 统计 规律 的 一 门 数学 学 科 . 作为 数学 的 一 个 重 
要 分 支 , 概 率 论 与 数理 统计 的 理论 和 方法 在 自然 科学 .工程 技术 和 社会 科学 等 领域 有 着 广泛 
的 应 用 .概率 论 与 数理 统计 与 其 他 学 科 的 相互 渗透 融合 是 现代 科学 技术 发 展 的 特征 之 一 . 


1.1 随机 事件 


1.1.1 随机 试验 


若 试 验 具有 以 下 特点 ， 

(1) 在 相同 条 件 下 可 以 重复 进行 ; 

(2) 试验 的 结果 不 止 一 个 ,但 事先 能 明确 其 所 有 的 可 能 结果 ; 

(3) 每 次 试验 之 前 ,不 能 确定 会 出 现 哪个 结果 . 
则 称 该 试验 为 随机 试验 ,简称 试验 . 随机 试验 通常 用 字母 E KR. 本 书 中 后 面 提 到 的 试验 都 
是 指 随机 试验 ,我 们 就 是 通过 研究 随机 试验 来 研究 随机 现象 的 . 

下 列 试验 都 是 随机 试验 . 

Ез. 挤 一 只 般 子 ,观察 朝 上 的 那 一 面 的 点 数 . 

Е, 在 一 批 产品 中 , 任 取 一 件 产品 ,观察 其 是 正品 还 是 次 品 . 

E: 射击 同一 个 目标 ,直到 击 中 为 止 ,记录 射击 次 数 . 

Е, 记录 电话 交换 台 在 一 分 钟 内 接 到 的 呼叫 次 数 . 

Es: 从 一 批 灯泡 中 , 任 取 一 只 ,测量 其 寿命 . 


第 1 章 随机 事件 及 其 概率 


1.1.2 随机 事件 


1. 样本 空间 

尽管 在 每 次 具体 试验 之 前 不 能 预知 试验 的 结果 ,但 试验 的 所 有 可 能 结果 是 已 知 的 , 我们 
将 试验 EE 的 所 有 可 能 结果 组 成 的 集合 称 为 试验 E 的 样本 空间 , 记 为 S. 样本 空间 中 的 元 素 ， 
即 试验 E 的 每 个 结果 , 称 为 样本 点 . 

写 出 例 1 中 各 随机 试验 的 样本 空间 . 

S,=(1,2,3,4,5,6); 

Ss 二 {正品 ,次 品 }; 

Ss={1,2,3,4,.); 

S,={0,1,2,3,.}; 

5;= (111220). 


2 随机 事件 

试验 已 的 样本 空间 S 的 子 集 称 为 试验 E 的 随机 事件 ,简称 事件 . 随机 事件 用 大 写 英文 
字母 A,B,C 等 表示 . 在 一 次 试验 中 , 若 该 子 集中 的 一 个 样本 点 出 现 , 则 称 这 一 事件 发 生 . 在 
一 次 具体 试验 中 ,一 个 事件 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 . 

特别 地 ,只 含 一 个 样本 点 的 集合 , 称 为 基本 事件 . 例如 例 1 中 的 试验 E, 有 6 个 基本 事件 
人 1),{2),{3},{4),{5),{6) ;试验 E, 有 无 数 个 基本 事件 {1},{2},{3}，…. 

样本 空间 S 是 其 自身 的 子 集 ,也 是 一 个 事件 ,但 其 在 每 次 试验 中 都 必然 发 生 , 称 为 必然 
事件 . 空 集 包 也 是 样本 空间 的 子 集 , 其 在 每 次 试验 中 都 不 发 生 , 称 为 不 可 能 事件 . 必然 事件 和 
不 可 能 事件 的 发 生 与 否 ,已 经 失去 了 “不 确定 性 ”, 因 而 本 质 上 它们 已 经 不 属于 随机 事件 ;但 
是 为 了 讨论 问题 方便 起 见 ,我 们 还 是 把 它们 作为 随机 事件 来 处 理 ,可 以 将 其 理解 为 随机 事件 
的 两 个 极端 情况 . 


1.1.3 事件 之 间 的 关系 和 运算 


概率 论 的 任务 之 一 ,就 是 研究 随机 事件 的 统计 规律 ;通过 对 较为 简单 的 事件 的 规律 的 研 
究 去 掌握 更 为 复杂 的 事件 的 规律 ,因此 需要 研究 事件 之 间 的 相互 关系 和 运算 . 随机 事件 是 一 
个 集合 ,所 以 事件 之 间 的 关系 和 运算 与 集合 之 间 的 关系 和 运算 是 完全 类 似 的 . 20 世纪 30 年 
代 初 , 汉 。 米 泽 斯 (Von Mises) 率 先 用 集合 论 的 观点 来 研究 随机 事件 ,为 概率 论 的 公理 化 研 
究 作 出 了 贡献 . 

1. 包含 关系 

若 事 件 A 发 生 必 人 然 导 致 事件 B 发 生 , 则 称 事件 B 包含 事件 A (或 称 事件 A 包含 于 事 
ЕВ) H ВОАС АСВ). 任何 事件 都 包含 于 样本 空间 S. 

2 相等 关系 

若 事件 B 包含 事件 A , 且 事 件 A 又 包含 事件 B, 即 BDA ADB, WEKE A 与 事件 
B 相等 , 记 为 A=B. 此 时 事件 A 与 事件 B 所 包含 的 样本 点 相同 . 

3. 事件 的 并 (和 ) 

若 事件 A 和 事件 B 至 少 有 一 个 发 生 , 这 一 事件 称 为 事件 A 与 事件 B 的 并 (或 和 ) , 记 为 


AUB. 事 件 AUB 也 称 为 事件 A 与 事件 B 的 和 事件 . 称 A 为 n FFEA, А.А, 的 


ГЕ 


(或 


E U A, 为 可 列 个 事件 A; „А, А, ,的 和 事件 


4 事件 的 交 GR) 
若 事件 A 和 事件 B 同时 发 生 , 这 一 事件 称 为 事件 A 与 事件 B 的 交 ( 或 积 ), 记 为 ANB 


AB). JEPE ANB 也 称 为 事件 A SIEB 的 积 事件 . 称 门 A, 为 PIA А.А, 


的 积 事件 ; 称 站 A, 为 可 列 个 事件 A,,A: ,A зі ЗИ, 


(或 


5. 互 不 相 容 

者 事件 A 与 事件 B ЖВНЕ, АПВ 2, 则 称 事件 A 与 事件 B 是 互 不 相 容 的 
互 斥 的 ). 任何 两 个 不 同 的 基本 事件 是 互 不 相 容 的 . 

6. 逆 事 件 

若 事件 A 与 事件 B 互 不 相 容 , 且 在 任何 一 次 试验 中 二 者 必 有 一 个 发 生 , 即 ANB= 且 


AUB=5, 则 称 事件 A 与 事件 B 是 互 逆 的 (或 相互 对 立 的 ). 亦 称 事件 A 与 事件 B 互 为 逆 事 


件 ( 


或 对 立 事件 ). 事件 A 的 逆 事 件 记 为 A. 


7. 事件 的 差 
若 事件 A 发 生 而 事件 B 不 发 生 ,这 一 事件 称 为 事件 A 与 事件 B 的 差 , 记 为 A 一 B. 此 时 


也 可 以 看 成 事件 A 与 事件 B 的 交 , 即 A 一 B=AB. 


英国 逻辑 学 家 文 (Venn) 提 供 了 一 种 用 直观 的 几何 解释 来 表示 事件 之 间 的 各 种 关系 的 


几何 图 形 , 称 为 文 氏 图 ( 见 图 1-1). 


АСВ ANB 
5 5 62 
ANB=Ø А-В 


为 了 便于 理解 ,我 们 把 事件 的 关系 与 运算 的 两 种 解释 的 对 照 列表 如 下 ( 见 表 1-1). 
事件 运算 具有 如 下 基本 性 质 : 
交换 律 : AUB=BUA,ANB=BNA. 
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ЖО 
符 号 概率 论 的 解释 le 合 论 的 解释 
ACB 事件 A 发生 必然 导致 事件 B RE 集合 A 是 集合 B 的 子 集 
A=B 事件 A 与 事件 B 相等 集合 A 与 集合 B 相等 
AUB 事件 A 和 事件 B 至 少 有 一 个 发 生 集合 A 与 集合 B 的 并 集 
ANB 事件 A 和 事件 B 同时 发 生 集合 A 与 集合 B 的 交集 
Ав-0 事件 A 与 事件 B 不 能 同时 发 生 集合 A 与 集合 B 无 公共 元 素 
A 事件 A 的 逆 事 件 (对 立 事件 ) 集合 A 的 补 集 
А-В 事件 A 发 生 而 事件 B 不 发 生 集合 A 与 集合 B 的 差 集 


Жан. (АЙЮОС-АОХВОО,ХАПЮПС-АП(ВПО). 

分 配 律 : (ХАЙРПС-(АПООХВПО). 
(ANB)UC=(AUONBUO. 

德 。 摩 根 (De Morgan) 律 AUB=ANB,ANB=AUB. 

Ë A,B,C 为 三 个 事件 ,一 些 事件 可 表示 如 下 . 

d) 三 个 事件 都 发 生 : ABC. 

(2) 三 个 事件 中 至 少 发 生 一 个 : AUBUC. 

(3) A 发 生 而 了 与 C 都 不 发 生 : ABC 或 A 一 B 一 C 或 A 一 (BUC)， 

(4) A 与 B 发 生 而 C 不 发 生 : ABC 或 AB 一 C. 

(5) 三 个 事件 恰好 发 生 一 个 : АВСОАВСОАВС. 

(6) 三 个 事件 恰好 发 生 两 个 : ABCUABCUABC. 

(7) 三 个 事件 全 不 发 生 : АВС ЎА ОВОС. 

(8) 三 个 事件 中 至 少 有 一 个 不 发 生 : AUBUC 或 ABC. 


1.1.4 排列 与 组 合 


为 了 便于 学 习 概率 的 计算 , 现 简要 介绍 排列 与 组 合 的 相关 知识 . 
从 一 集合 中 有 次 序 地 选取 一 组 元 素 称 为 排列 . 从 一 集合 中 选取 一 组 元 素 而 不 计 其 次 序 
称 为 组 合 . 排列 组 合 的 计算 基于 如 下 两 个 原理 . 


1. 加 法 原理 
HFH AA m 种 取 法 ,事物 B 有 另外 种 取 法 , 则 事物 A 与 事物 B 任 取 其 一 共 及 十 
n 种 取 法 . 这 里 ,事物 A 与 事物 B 的 选取 是 “平行 "的 ,具有 “ 互 斥 性 ”. 


2 乘法 原理 

若 事物 A 有 wm 种 取 法 ,而 事物 B 又 有 另外 种 取 法 , 则 先 事物 A 后 事物 B 共有 mn 种 
取 法 . 这 里 ,事物 A 与 事物 B 的 选取 是 有 “次 序 ” 的 ,选取 过 程 中 存在 “依赖 关系 ”. 

常用 计算 结果 如 下 : 

从 了 个 不 同 的 元 素 中 取 ~ 个 不 同 元 素 的 排列 数 为 Pi 二 A 二 n(n 一 1)(n 一 2)…(n 一 r 十 1). 

№ п ARARE БК, 个 元 素 作 排 列 , 但 选取 过 程 中 任何 元 素 均 允许 重复 出 现 , 此 时 
排列 数 为 w. 

从 了 个 不 同 的 元 素 中 取 ~ 个 不 同 元 素 的 组 合 数 为 
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n Cr n(n—1)(n—2)=-(n—r+1) _ P; n! 
r) т" r! ПИСЕ 


ЖЖЖ BR r 个 元 素 作 组 合 ,但 选取 过 程 中 任何 元 素 均 允许 重复 出 现 ,此 时 


组 合 数 为 
|" | 


从 个 不 同 的 元 素 中 取 k 个 部 分 ,第 一 部 分 x 个 元 素 , 第 二 部 分 ro 个 元 素 ,… ,第 上 部 
分 x 个 元 素 , 且 满 足 志 十 7 十 … 十 rs 二 n, 此 时 不 同 的 取 法 数 为 


nl 
тт ее 


1.2 随机 事件 的 概率 


在 随机 试验 中 ,随机 事件 是 否 发 生 是 很 重要 的 ,但 更 重要 的 是 事件 发 生 的 可 能 性 的 大 
小 . 它 是 随机 事件 的 客观 属性 ,是 可 以 度量 的 . 我 们 希望 能 将 一 个 随机 事件 发 生 的 可 能 性 的 
大 小 用 一 个 数 来 表达 .为 此 ,首先 引入 频率 的 概念 , 它 描述 了 随机 事件 发 生 的 频繁 程度 
1.2.1 频率 

设 在 随机 试验 E hiiia 次 重复 试验 ,其 中 事件 A 发 生 的 次 数 ww 称 为 事 
БА 发 生 的 频数 . fo JEE A 发 生 的 频率 , 记 作 УСА). 


显然 频率 具有 下 述 基 本 性 质 : 
(1) 0<f,(A)<1; 
(2) f,(S)=1; 


(3) F A,As，,…,As 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 (А) = ХӘ. 

以 最 简单 的 投 硬 币 试验 为 例 . 投 搓 一 枚 均匀 硬币 ,可 能 有 两 种 结果 : 出 现 正面 或 反面 . 
就 一 次 试验 而 言 ,我们 看 不 出 这 些 结果 发 生 的 规律 ,但 如 果 去 做 大 量 的 试验 ,就 可 发 现 其 中 
的 一 些 规律 性 , 历史 上 曾 有 人 做 过 这 类 试验 ,结果 见 表 1-2. 


Ж 12 

试 验 者 试验 次 数 出 现 正面 的 次 数 频 率 
ft e 摩根 (De Morgan) 2048 1061 0.5181 
WE (Buffon) 4040 2048 0.5069 
皮尔 逊 (K. Pearson) 12 000 6019 0. 5016 


皮尔 逊 (K， Pearson) 24 000 12 012 0. 5005 


从 上 面 的 试验 数据 可 以 看 出 , 当 试 验 次 数 相当 大 时 ,出 现 正面 的 频率 稳定 地 在 0. 5 左右 
摆动 . 一 般 而 言 ,频率 随 试 验 次 数 的 变化 而 变化 ,但 当 试验 次 数 足 够 大 时 ,频率 又 稳定 地 在 某 
个 常数 附近 摆动 ,这 种 “频率 的 稳定 性 ” 即 是 所 谓 的 统计 规律 性 , 它 揭示 了 隐藏 在 随机 现象 中 
的 规律 性 . 由 随机 事件 的 频率 的 稳定 性 可 以 看 出 ,随机 事件 发 生 的 可 能 性 的 大 小 是 随机 事件 
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本 身 固有 的 ,可 以 用 一 个 数 来 表示 ,于 是 我 们 可 以 给 出 随机 事件 概率 的 统计 定义 . 
1.2.2 概率 的 定义 


设 在 相同 条 件 下 进行 大 量 独立 重复 试验 , 若 事件 A 的 频率 稳定 地 在 某 一 确 
定 值 p 附近 摆动 , 则 称 此 数值 p 为 事件 A 发 生 的 概率 , 记 作 P(A) ,此 时 РСА) = р. 

此 定义 给 出 了 随机 事件 概率 的 近似 计算 方法 . 在 许多 实际 问题 中 , 当 事 件 的 概率 不 容易 
计算 时 ,往往 就 可 用 频率 近似 代替 概率 ,这 正 是 1946 年 由 汉 ，, 诺 依 曼 (Von Neumann) 和 乌 
拉 姆 (Ulam) 所 建立 的 蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 方 法 的 基本 思想 . 

上 述 概率 的 统计 定义 有 一 定 的 局 限 性 . HR RER K (Kolmogorov) F 1933 年 提出 了 
概率 的 公理 化 结构 ,使 概率 论 成 为 严谨 的 数学 分 支 . 下 面 给 出 概率 的 公理 化 定义 . 

设 下 是 随机 试验 ,S 是 它 的 样本 空间 ,对 于 正中 的 事件 A ,赋予 一 个 实数 
P(A), 若 P(A) 满 足以 下 性 质 : 

(1) 非 负 性 : P(A) 宇 0; 

(2) 规范 性 : P(S)=1; 

(3) 可 列 可 加 性 : 若 事件 A А ,…,A,,… 两 两 互 不 相 容 ,有 


P(U А)- Ора)», (1.1) 
则 称 P(A) 为 事件 A 发 生 的 概率 . 
1.2.3 概率 的 性 质 


概率 具有 如 下 性 质 ， 

(1) P(@)=0. (1.2) 
(2) 对 于 任何 事件 A, 有 0<P(A)<1. 

(3) EHE A ,A,,…,A, 两 两 互 不 相 容 , 则 


P(U 4)= Dran. (1:32 


式 (1. 3) 称 为 概率 的 有 限 可 加 性 . 
(4) 设 A,B 是 两 个 事件 ,车 ACB, 则 有 


P(A) < P(B), 
P(B—A) = P(B) — P(A). (1.4) 
(5) 对 于 任何 事件 A, 有 
P(A) = 1— P(A). (1.5) 
(6) 对 于 任何 两 事件 A,B, 有 
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AB). (1.6) 


式 (1.6) 可 推广 到 个 事件 的 情形 , 即 


P(U A:)= XPa- > РАА) + У) P(AA A) + + 
ізі і 


1<;i<;j<n 1<i<;j<k<n 


(= 1) 'P(A A,--:A,). (1,7) 
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1.2.4 古典 概率 模型 


НА Ей. 

(1) 试验 的 样本 空间 所 含有 的 模型 可 能 结果 ( 即 样本 点 ) 只 有 有 限 个 ; 

(2) 试验 中 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 . 

具有 上 述 两 个 特征 的 试验 模型 称 为 等 可 能 概 型 . 由 于 这 类 随机 现象 是 概率 论 发 展 初期 
的 主要 研究 对 象 , 故 亦 称 古典 概率 模型 ,简称 古典 概 型. 它 在 概率 论 中 有 很 重要 的 地 位 : 一 
方面 ,因为 它 比较 简单 ,许多 概念 既 直 观 而 又 容易 理解 ; 男 一 方面 , 它 又 概括 了 许多 实际 问 
题 ,有 很 广泛 的 应 用 . 利用 概率 的 性 质 可 以 得 出 古典 概 型 的 计算 公式 . 

对 于 随机 试验 EE, 若 样本 空间 S 的 样本 点 总 数 为 ,事件 A 所 包含 的 样本 点 数 为 m, 则 
事件 A 发 生 的 概率 为 
事件 A 中 包含 的 样本 点 数 m (1.8) 
В S 中 样本 点 的 总 数 n 
式 (1.8) 也 称 为 概率 的 古典 定义 . 
СЮ ит х.к. 
(1) 出 现 两 次 正面 一 次 反面 的 概率 ; (2) 至 少 出 现 一 次 反面 的 概率 . 
记 正面 为 棋 , 反 面 为 工 , 则 相应 的 样本 空间 为 

S=(HHH,HHT,HTH,THH,HTT,THT,TTH,TTT;. 
(1) 出 现 两 次 正面 一 次 反面 的 事件 为 
А-іННТ,НТН,ТНН). 


POA) 


所 以 ,概率 为 ра)-3. 


(2) 至 少 出 现 一 次 反面 的 事件 为 
В-(ННТ,НТН.ТНН,НТТ,НТН.ТНН,ТТТ). 


所 以 ,概率 为 P=, 
Ж. 此 处 事件 B RE KRR T HHE B 来 求 , 即 


P(B) =1-PB=1-}=4, 
Ж 10 件 产品 ,其 中 有 6 件 正品 ,4 件 次 品 , 现 从 中 任 取 3 件 . 求 下 列 事件 的 
概率 : 
(1) A={ 没 有 次 品 }; (2) B={ RA 1 Ки); 
(3) C={ 最 多 1 件 次 品 }; (4) D={ 至 少 1 件 次 品 }. 


因为 产品 无 序 , 用 组 合计 算 . 从 10 件 产品 中 任 取 3 件 的 总 的 取 法 数 为 


10 
п 一 | )- 120. 
3 


(1) 事件 A 没有 次 品 , 即 取出 的 3 件 均 为 正品 , 且 是 从 6 件 正品 中 取出 的 ,所 以 
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(2) 事件 B 只 有 1 件 次 品 ,应 理解 为 有 1 件 次 品 和 2 件 正品 ,所 以 


4Ү(6 1 
m= (I 60, РВ) = = 


(3) 事件 C 是 事件 A 与 事件 B 的 和 事件 , 且 ANB= Ø , Т 


у= = 112 
P(O) = P AJ P(B) = + = S. 


(4) 事件 DD 可 看 成 取出 的 3 件 产品 分 别 有 1 件 .2 件 、3 件 次 品 这 三 个 事件 之 和 , 故 


ыы 70» BHD (90 10, Рр) = ®0 = 5, 
13027 0230107 (3/00 с 

注 : 此 处 用 逆 事 件 来 求 更 方便 . BH 
PD) = PA) = 1— P(A) = 


5 

МЕ) 一 口袋 装 有 6 只 球 , 其 中 4 只 白 球 ,2 只 红 球 . 从 袋 中 取 球 两 次 ,每 次 随机 地 取 一 
R. 考虑 两 种 取 球 方式 : (a) 第 一 次 取 一 只 球 ,观察 其 颜色 后 放 回 袋 中 , 搅 匀 后 再 取 一 球 . 这 
种 取 球 方式 叫做 放 回 抽样 . (b) 第 一 次 取 一 球 不 放 回 袋 中 ,第 二 次 从 剩余 的 球 中 再 取 一 球 . 
这 种 取 球 方式 叫做 不 放 回 抽样 . 试 分 别 就 上 面 两 种 情况 , 求 : (1) 取 到 的 两 只 球 都 是 白 球 的 
概率 ; (2) 取 到 的 两 只 球 颜色 相同 的 概率 ; (3) 取 到 的 两 只 球 中 至 少 有 一 只 是 白 球 的 概率 . 

(a) 放 回 抽样 的 情况 . 

以 A,B,C 分 别 表示 事件 “ 取 到 的 两 只 球 都 是 白 球 ”,“ 取 到 的 两 只 球 都 是 红 球 ”,“ 取 到 
的 两 只 球 中 至 少 有 一 只 是 白 球 ”. 易 知 “ 取 到 的 两 只 球 颜 色相 同 ” 这 一 事件 即 为 AUB,C=B. 

在 袋 中 依次 取 两 只 球 ,每 种 取 法 为 一 基本 事件 ,显然 此 时 样本 空间 中 仅 包含 有 限 个 元 
K. 且 由 对 称 性 知 , 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 ,因而 可 用 古典 概 型 来 计算 事件 的 概率 . 

因为 是 放 回 抽样 ,所 以 第 一 次 和 第 二 次 都 有 6 只 球 可 供 抽取 ,由 乘法 原理 ,共有 6X6 种 
取 法 , 同 理 可 处 理事 件 A 和 B 所 对 应 的 取 法 数 .所 以 ,可 作 如 下 计算 . 


_4X4_4 
РОА -5 


(2) P(B) = SX НЕ АВ= 0,18 


P(A U В) = P(A) + P(B) = + 


(3) P(O=PGb=1-P(D =. 
(b) 不 放 回 抽样 的 情况 . 
由 读者 自己 完成 . 
在 1 到 2000 的 整数 中 随机 地 取 一 个 整数 . Ж. 取 到 的 整数 能 被 6 或 8 整除 的 
设 事件 A 为 取 到 的 整数 能 被 6 整除 ,事件 B 为 取 到 的 整数 能 被 8 整除 ,所 求 事件 
的 概率 为 P(AUB). 


ETE 可 得 p=, 


H 333< 2000 
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2000 _ 5 _ 250 
由 一 250, 可 得 P(B) 20097 


一 个 数 能 同时 被 6 与 8 整除 相当 于 能 被 24 整除 ,又 00.2 ,可 得 P(AB)= 


83 本 Р 
2000” 故 所 求 概率 为 


p = P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AB) = 1, 


将 3 个 小 球 随机 地 放 入 4 个 盒子 中 . 求 : 盒子 中 球 的 最 多 个 数 分 别 为 1,2,3 的 
概率 . 

3 个 球 放 入 4 个 盒子 ,是 有 重复 的 排列 ,总 放 法 为 n= 人 ==64. 

(1) 每 个 盒子 中 球 的 最 多 个 数 为 1, 即 3 个 球 分 别 放 入 4 个 盒子 中 的 3 个 盒子 , 放 法 为 
т 一 Pi 一 24. 于 是 һ-т- 5, 

(2) 每 个 盒子 中 球 的 最 多 个 数 为 2, 即 3 个 球 放 和 4 个 盒子 中 的 两 个 盒子 , 放 法 为 排列 
数 Pi 二 12, 其 中 一 个 盒子 中 有 两 个 球 , 另 一 个 盒子 中 有 1 个 球 , 这 1 个 球 从 3 个 球 中 取 , 取 


НЕ GR 2 个 球 从 3 个 于 中 取 , 取 法 为 组 合 数 | :| 3) вок 


т; 9 
п 16 
(3) 每 个 盒子 中 球 的 最 多 个 数 为 3, 即 3 个 球 全 放 入 4 个 盒子 中 的 1 个 盒子 里 , 放 法 为 


m =P] =4. 于 是 ps — = m: 


Ж. 本 题 中 计算 p 时 比较 复杂 , 既 要 考虑 盒子 (用 排列 ) 又 要 考虑 球 ( 用 组 合 ) ,而 利用 
概率 的 性 质 求解 就 简单 多 了 . 
先 求 出 pi ,ps, 因 为 十 ps 十 ps 二 1, 所 以 ps 二 1 一 pi 一 ps 


EE] 一 年 按 365 天 计算 . 现 有 A(A<365) 个 人 聚会 . 求 : 

(1) 这 和 个 人 中 至 少 有 2 人 生日 相同 的 概率 ; (2) 这 和 个 人 中 至 少 有 2 人 生日 在 1 月 
1 日 的 概率 . 

求 “至 少 ……? 的 概率 ,这 类 问题 从 着 事件 人 手 解决 比较 简单 .上 个 人 生日 (可 重复 
排列 ) 的 排 法 总 数 为 n 二 365*. 

(1) 记 A={ 至 少 2 人 生日 相同 }, 则 A={k 个 人 生日 都 不 相同 (不 重复 排列 )} ,于 是 
ma = Pšss. 所 以 有 


84 


9 
16 


Рі 
365” 


(2) 记 B=={ 至 少 2 人 生日 在 1 月 1 日 },Bo 一 {k 个 人 生日 都 不 在 1 月 1 日 },B1 二 {& 个 
人 中 有 1 人 生日 在 1 月 1 日 }, 则 B=BoUBi. 而 Bi 又 可 看 成 {& 个 人 中 有 (4 一 1]) 个 人 生日 
不 在 1 月 1 日 }. 于 是 有 


P(A) =1— P(A) = 1 一 


k 
т = 364, т = (i) 3641 = k X 364F/1, тв = т +m, 
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364' +k • 364—1 


k 8 ka 
p(B) т +m; 364 +k • 364 
n 


， P(B) =1—P(B)=1 


365% 365% 
Ж. 问题 (1) 有 如 下 有 趣 结果 : 
k 20 23 30 40 50 100 
P(A) 0.411 0.507 0.706 0.891 0.970 | 0.999 9997 


1.3 条 件 概率 与 事件 的 独立 性 


1.3.1 条 件 概率 


在 实际 当中 会 遇 到 求 “事件 A 已 发 生 的 条 件 下 事件 B 发 生 的 概率 ”的 问题 ,这 就 属于 条 
件 概率 的 问题 . 
W A,B 是 两 个 事件 , 且 РСА) >20, 


P(AB) 
P(A) 


为 在 事件 A 已 发 生 的 条 件 下 事件 B 发 生 的 条 件 概率 . 
Ж. 由 于 增加 了 条 件 “ 事 件 A 已 发 生 ”, 所 以 P(B) 与 PCB|1A) 未 必 相 等 . 
条 件 概率 符合 概率 定义 中 的 三 个 条 件 . 即 
(1) P(B|A)2>0; 
(2) P(S|A)=1; 
(3) 若 事件 B, ,B, ,…,B,,… 两 两 互 斥 ,有 


r(U B.|A)= DPB, | A). 
从 而 对 概率 成 立 的 结论 也 适用 于 条 件 概率 . 例如 ,对 任意 的 事件 A,B,B,,Bs, 有 
P(B | A) =1— P(B |A), 
P(B, U B: | A) = Р(В, | А) + P(B: | А) — РВВ, | A). 
某 厂 有 职工 500 人 ,男女 各 半 , 男 女 职 工 中 非 熟练 工人 分 别 有 40 人 与 10 Л. 现 从 
该 厂 职工 中 任意 选取 一 人 ,试问 : 若 已 知 选 出 的 是 女 职工 ,她 是 非 熟 练 工人 的 概率 是 多 少 ? 
记 A={ 选 出 的 工人 是 女 职 工 } ,B= { 选 出 的 工人 是 非 熟练 工人 }, 则 AB={ 选 出 
的 工人 是 非 熟练 女 职工 ). 
按 式 (1.9) 得 条 件 概 率 


P(B|A) 


P(B|A)= (1,9) 


P(AB) 10/500 1 
P(A) 250/500 25 


Ж. 也 可 直接 按 条 件 概率 的 含义 而 不 用 按 式 (1.9) 来 求 P(B1A). 既然 已 知 选 出 的 职工 
是 女工 ,那么 男 职工 就 应 当 排除 在 考虑 范围 之 外 ,因此 “事件 A 发 生 条 件 下 的 事件 B” 就 相 
当 于 在 全 部 女 职工 中 任意 选 一 人 ,并 选 出 了 非 熟 练 工 人 ,从 而 样本 空间 就 是 全 部 女 职工 ,而 
上 述 事件 所 包含 的 样本 点 数 就 是 女 职 工 中 的 非 熟 练 工 人 . 因此 所 求 概率 为 


_10_1 
P<B | Ay = 250 二 25 
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1.3.2 乘法 公式 
对 任意 两 个 事件 A,B, 若 P(A) 之 0, 由 条 件 概率 定义 中 的 式 (1.9) 可 得 


P(AB) = P(A)P(B | A), (1.10) 
同 理 , 当 РСВ) 2>0 时 , 则 有 

P(AB) = P(B)P(A | В). (1:11) 
上 述 两 式 称 为 概率 的 乘法 公式 . 


我 们 还 可 以 把 两 个 事件 的 概率 乘法 公式 推广 到 有 限 多 个 事件 的 积 事件 的 情形 . 

É A,A... An, 为 n 个 随机 事件 , 且 РОД, А, А, 1) 220, WA 

P(AiAs**A,) = P(ADP(A; | A)…P(A | А.А" An) P(A, [АА А, 1). 
61/12) 

ЖӘНЕН n 人 ,分 得 一 张 春 节 晚 会 的 入 场 券 . 该 班 用 抓 阁 的 方式 决定 谁 得 到 入 

场 券 ,他 们 依次 抓 阁 . 求 : 

(1) 已 知 前 & 一 1(k 志 nw) 个 人 都 没有 抓 到 ,第 个 人 抓 到 的 概率 ; 

(2) 第 & 个 人 抓 到 的 概率 . 

设 A, 表示 第 i 个 人 抓 到 入 场 券 ,i=1,2,…,n. 


(1) P(A, |A Az Ar- r 
(2) Р(А,) =Р(КА,А, --А,-.А,) =Р(А, ) P(A: AD)… 
P(A | А.А, Am) P(A; | AAA) 
== We Sat es mh 1 1 
n =i n—k+2 n—k+1 n` 
注 : 该 题 第 二 问 也 可 用 古典 概 型 直接 求 出 . 此 时 为 不 放 回 抽 样 ,考虑 到 每 个 人 抓 痢 有 先后 
次 序 , 所 以 是 排列 问题 (该 问题 也 可 作为 组 合 问题 来 处 理 ).k 个 人 抓 阁 , 看 成 从 个 元 素 中 取 
个 元 素 的 排列 ,有 P. 种 取 法 ;第 个 人 抓 到 唯一 的 一 张 春 节 晚 会 的 入 场 券 , 有 1 种 取 法 ;其 余 
的 & 一 1 个 人 抓 阁 , 看 成 从 剩 下 的 一 1 个 元 素 中 取 一 1 个 元 素 的 排列 ,有 P=1 种 取 法 . 利用 乘 


法 原理 可 得 ,第 & 个 人 抓 到 春节 晚会 的 人 场 券 这 一 事件 共 含 «Ра = Ра ВЕЖ. 所 以 有 
P(A) = Ра =. 


第 二 问 的 结果 表明 , 抓 阁 的 结果 与 次 序 无 关 , 体 现 出 了 抓 阁 的 “公平 性 ”. 

设 一 袋 中 装 有 a 个 红 球 , 个 白 球 ,每 次 从 袋 中 任 取 一 球 观 察 其 颜色 后 放 回 ,并 
同时 放 入 c 个 与 所 取 球 同 颜色 的 球 . 如 果 从 袋 中 连续 取 球 4 次 , 试 求 第 1 次 .第 2 次 取 到 红 
球 且 第 3 次 .第 4 次 取 到 白 球 的 概率 . 

НЕ 设 A; 表 示 第 i 次 取 到 红 球 ,i 二 1,2,3,4. 于 是 有 

Р(А,А,4,4,) -Р(АРРСА, | A DPA; | А,А,)Р(А, | А,А,А,) 


Е р а+с . b . b+c 
a+b a+b+c a+b+2c a+b+3c 


1.3.3 事件 的 独立 性 
条 件 概率 P(B1A) 反 映 了 事件 A 的 发 生 对 事件 B 发 生 的 影响 . 虽然 P(B) 与 P(B|A) 
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不 一 定 相等 ,但 在 某 些 情形 下 ,P(B) 与 P(B|A) 又 是 相等 的 ,此 时 事件 A 发 生 与 否 对 事件 B 
的 发 生 是 没有 影响 的 ,事件 A 与 事件 B 之 间 存在 某 种 “独立 性 ”. 

某 公司 有 行政 管理 人 员 100 名 ,其 中 青年 40 名 . 该 公司 规定 每 天 从 所 有 行政 人 
员 中 随机 挑选 一 人 为 当天 的 值班 人 员 , 且 不 论 其 是 否 在 前 一 天 值 过 班 . 求 ; 

(1) 已 知 第 一 天 选 出 的 是 青年 ,第 二 天 选 出 的 也 是 青年 的 概率 ; 

(2) 第 二 天 选 出 的 是 青年 的 概率 . 

设 A,B 分 别 表 示 第 一 天 、 第 二 天 选 出 的 是 青年 ,于 是 


eam Ga) C) e, 


а) PCBIA) 一 CA) ЕН o) 5? 
ІЛДІ 1 
=40_2 
(2) РСВ) =т00 5: 


实际 上 这 一 结果 应 该 在 意料 之 中 ,既然 每 天 的 候选 人 都 是 同样 的 这 些 行政 人 员 , 显 然 ， 
前 一 天 的 选取 结果 对 第 二 天 的 选取 结果 是 不 会 产生 影响 的 . 
设 A,B 是 两 个 事件 (P(A)P(B)>>0) , 若 
P(AB) = P(A)P(B), (1.13) 
则 称 事件 A 与 事件 B 相互 独立 .此 时 有 P(B)=P(B|A). 
Ж. 定义 1.5 在 P(A)=0( 或 P(B)=0) 的 情形 仍然 成 立 ; OF A 5B 相互 独立 , 则 
A 与 B,A 与 B,A 与 B 也 分 别 相互 独 立 . 
可 将 独立 性 的 概念 进一步 推广 到 多 于 两 个 事件 的 情形 . 
对 任意 三 个 事件 A,B,C, 若 
P(AB) = P(A)P(B) 
P(AC) = P(A)P(C) 
P(BC) = P(B)P(C) 
P(ABC) = P(A)P(B)P(C) 
则 称 事件 A,B,C 相互 独立 . 
对 任意 个 事件 A А.А, Æ 
(1) P(AA;)=P(A;)P(A;),1<;<j<ni; 
(2) P(AAA;/A,)=P(A;)P(A;)P(A,),1<;<j<k<n; 


(3) P(AA…A4A,) = [[ PA. 
ізі 


则 称 事件 Ai ,A: ,…,A, 相互 独立 . 

甲乙 、 丙 三 人 同时 独立 地 向 同一 目标 射击 ,他 们 射 中 目标 的 概率 分 别 为 0. 4， 
0.5.0.7. Ж. 

(1) 至 少 有 一 人 射 中 目标 的 概率 ; (2) 恰 有 一 人 射 中 目标 的 概率 . 

设 以 A,B,C 分 别 表示 甲乙 、 丙 三 人 击 中 目标 的 事件 . 则 有 

a) P(AUBUOC)=1—P(ABC)=1—P(A)P(B)P(C) 
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=1—0.6X0.5X0.3=—0.91; 
(2) РСАВСОАВСЦАВО)--РСАВС)--РСАВС)--РСАВС) 
= Р(А)Р(В)Р(С) +Р(А)Р(В)Р(С) ҒР(А)Р(В)Р(С) 
二 0. 36. 


1.4 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 
1.4.1 全 概率 公式 


1. 划分 
设 S 是 随机 试验 E 的 样本 空间 ,Bi,B,,…,B, 是 试验 E 的 个 事件 ,如 果 
WE: 


a) UBs=s; 

(2) 事件 B ,Bs ,…,B, 两 两 互 不 相 容 , 即 В.В,-2,1з2),1,)--1,2,-е.п. 
则 称 В, Be B, 为 样本 空间 S 的 一 个 划分 ,或 是 一 个 完备 事件 组 . 

2 全 概率 公式 

在 计算 一 个 复杂 事件 的 概率 时 , 先 把 复杂 事件 分 解 为 若干 个 简单 事件 的 和 ,计算 出 各 简 
单 事件 的 概率 ,然后 再 利用 和 事件 概率 的 公式 计算 出 复杂 事件 的 概率 ,这 是 概率 计算 中 常用 
的 一 种 方法 . 

设 S 是 试验 E 的 样本 空间 ,A 是 试验 E 的 任 一 事件 ,Bi,B,,…,B, 为 S 的 一 个 划分 . W 
然 A=ANs=AN |( U B.) = U (АВ,), В АВ, ПАВ, = Ø (19:3), РЖ P(A) = 
Ñ PAB), 又 由 式 (1.11) 得 P(AB;)=P(CB;)P(A|B;). 从 而 可 得 


P(A) = YIPOBOPCA | В). (1.14) 
式 (1. 14) 称 为 全 概率 公式 . 其 中 ,PCB,)PCA1B.) 称 为 部 分 概率 ,P(A) 称 为 全 概率 . 全 
概率 等 于 部 分 概率 之 和 |. 
1.4.2 贝 叶 斯 公式 
利用 条 件 概率 的 式 (1.9) 及 全 概率 的 式 (1. 14) 可 得 


Р(В,А) P(B;)P(A | ВО 
P(A) ` 


P(B; | A) 


1,2, n. (1.15) 


>)P(B)P(A |В) 


же. І ДНЯ Baye) AR. 

ЕН 某 产品 由 甲乙 、 丙 三 个 厂家 供应 .已 知 三 个 厂家 的 正品 率 分 别 为 0. 95.0. 90. 
0. 80 ,三 个 厂家 产品 数 所 占 比例 为 2 : 3 : 5, 混 放 在 一 起 .(1) 从 中 任 取 一 件 产品 , 求 此 件 产 
品 为 正品 的 概率 ; (2) 现 取 到 一 件 产品 为 正品 , 则 它 是 由 甲 . 乙 .再三 个 厂 中 哪个 厂 生产 的 可 
能 性 大 ? 
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设 事件 A={ 取 到 的 产品 为 正品 }, Bi 一 {产品 由 甲 厂 生产 },B, 一 {产品 由 乙 厂 生 
产 } ,Bs 一 {产品 由 丙 厂 生产 }. 由 已 知 条 件 得 
5 


2 203 _ 
w РОВ.) = P(B) => 


P(A | B.) =0.95, P(A | B,) =0.90, P(A | B,) = 0.80. 
(1) 由 全 概率 公式 得 
3 
P(A) = >)P(B)P(A | B) = 
i=1 


P(B,) = 


2 
10 


3 5 = 
X 0. 95 + 7g X 0. 90 + + X 0.80 0. 86. 


(2) 由 贝 叶 斯 公式 得 


рев, | A) = -POVP | В) = АР 
>)P(B)P(A | В) ` 
i=l 

poB, | A) = POVP | BO) = 9:20:90 0 sta, 
ХІРАВОРСА | В) ` 
і=1 

ра, | a) = _РОВЗОРСА IB) 0.50.80 0 4651. 


ХІРАВОРСА | B) ии 

比较 以 上 三 个 数据 可 知 , 该 产品 是 由 丙 厂 生产 的 可 能 性 最 大 . 

Ж. P(B;) 习 惯 上 称 为 先 验 概率 ( 先 于 试验 的 概率 ) , 它 是 根据 以 往 经 验 确定 的 一 种 “ 主 
观 概率 ”, 通 常 是 已 知 的 ;而 P(B,|A) 称 为 B; 的 后 验 概率 (此 概率 在 试验 后 才能 确定 ), 即 在 
事件 A 发 生 之 后 再 判断 事件 B, 发 生 的 概率 ,可 用 贝 叶 斯 公式 求 出 . 

设 在 某 次 世界 女排 赛 中 ,中 日 、 美 .古巴 四 队 取 得 半 决 赛 权 ; 半 决赛 中 ,中 国 队 
对 古巴 队 , 日 本 队 对 美国 队 . 根据 以 往 战绩 ,中 国 队 战胜 古巴 队 、 日 本 队 、 美 国 队 的 概率 分 别 
为 0.5,0.8,0.6, 日 本 战胜 美国 的 概率 为 0. 5. 试 求 : 中 国 队 最 后 夺 得 冠军 的 概率 . 

设 中 国 队 夺 冠 的 事件 为 A, 中 国 队 战 胜 古 巴 队 的 事件 为 B, 日 本 队 战 胜 美国 队 的 
事件 为 C. 由 于 中 国 队 须 战胜 古巴 队 才能 夺冠 ,所 以 有 P(A) 二 P(AB) 二 P(A1B)P(B), 记 
D=A|B( 事 件 р 实际 上 表示 中 国 队 进入 决赛 并 夺 得 冠军 ) ,由 于 决赛 的 对 手 可 能 是 日 本 队 ， 
也 可 能 是 美国 队 , 所 以 要 用 全 概率 公式 . 由 全 概率 公式 得 

P(D) = P(D | ОРОС) + P(D | C)P(C) = 0.8X0.5+0.6X0.5= 0.7. 

再 用 乘法 公式 可 得 

P(A) = P(A | B)P(B) = P(D)P(B) = 0.7 X 0.5 = 0.35. 


小 结 


本 章 主 要 介绍 了 随机 试验 、 样 本 空间 、 随 机 事件 .古典 概率 模型 .条 件 概率 、 划 分 等 概率 
论 的 基本 概念 以 及 乘法 公式 .全 概率 公式 、 贝 叶 斯 公式 等 常用 概率 计算 公式 ,通过 对 上 述 知 
识 的 学 习 , 使 学 生 能 运用 相关 公式 求解 相应 的 古典 概 型 问题 ,培养 学 生 的 计算 能 力 与 分 析 、 
解决 实际 应 用 问题 的 能 力 . 


基本 要 求 : 


(1) 了 解 随机 试验 ,样本 空间 、 随 机 事件 的 概念 ,掌握 事件 之 问 的 关系 与 运算 . 
(2) 理解 事件 频率 的 概念 ,了 解 概率 的 定义 ,掌握 概率 的 基本 性 质 ,能 计算 简单 的 古典 


概 型 问题 . 


(3) 理解 条 件 概率 .事件 的 独立 性 的 概念 ,掌握 概率 的 乘法 公式 . 


(4) 了 解 划 分 的 概念 ,理解 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 ,并 能 利用 其 进行 相应 的 计算 . 
重点 : 条 件 概率 ,乘法 公式 \ 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 事件 的 独立 性 . 
难点 : 运用 条 件 概率 、 乘 法 公式 ,全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 计算 相关 古典 概 型 问题 


本 章 知识 结构 : 


随机 试验 、 样 本 空间 、 随 机 事件 定义 


一 | 概率 


ЕШ ЕЕ 


1. 写 出 下 列 随 机 试验 的 样本 空间 ,并 用 样本 点 组 成 的 集合 表示 给 出 的 随机 事件 . 
(1) 将 一 枚 均匀 硬币 抛 撕 三 次 .A= {第 一 次 出 现 正面 };B 二 {两 次 出 现 同一 面 };C 二 {至 


少 有 一 次 出 现 正面 }. 


(2) 一 个 口袋 中 有 6 个 外 形 完全 相同 的 小 球 , 编 号 分 别 为 1, 2, 3, 4, 5, 6, 从 中 任 
取 3 个 球 .A={ 球 的 最 小 编号 为 2) ;B= { 球 的 编号 全 为 奇数 };C 三 { 球 的 编号 之 和 小 于 


10). 


(3) АНТ. A 一 { 出 现 的 点 数 之 和 为 偶数 且 恰 好 有 一 次 是 1 д); B 二 {出 现 的 点 数 


事件 之 癌 的 关系 与 运算 
概率 的 定义 与 性 质 
| 事件 4 中 包含 的 样本 点 数 
wR P) 样本 空间 5 中 样本 点 的 总 数 
U _ P(AB) 
ене rew- ЖАР 


ШЕШТІЛІЛДЕЛІГІ 


计算 


乘法 公式 P(AB)EP(A)P(B|A)EP(B)P(AIB) 


H 全 概率 公式 PUEI P(BD)PUIB) 
іі 


贝 叶 斯 公 | 4 太一 -一 一 - 
贝 叶 斯 公式 P(B,4) PA 


ШИЛІ 
к 


P(BA) P(B)P(AB) | 
= ‚121, 


о #1 
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之 和 为 奇数 }. 

2: 2. 名 学 生 . 设 事 件 A=={ 选 出 的 学 生 是 男生 } ;B=={ 选 出 的 学 
生 是 三 年 级 学 生 }; 2... W: 

a) iay 的 含义 . 

(2) 在 什么 条 件 下 ,ABC=C 成 立 ? 

(3) 什么 时 候 关系 式 AƏC 成 立 ? 

3. 某 市 发 行 A,B,C 三 种 报纸 . 已 知 市 民 中 订阅 A 报 的 有 455,116 B 报 的 有 35%， 
订阅 C 报 的 有 30% ,同时 订阅 A 报 及 B 报 的 有 10%, 同 时 订阅 A 报 及 C 报 的 有 8% ,同时 
Т BREC 报 的 有 5%% ,同时 订阅 三 种 报纸 的 有 3%. 试 求 : 

(1) 只 订阅 A 报 的 概率 1; 

(2) 同时 只 订阅 A 报 及 B 报 的 概率 po; 

(3) 恰好 订阅 两 种 报纸 的 概率 ps 

(4) 至 少 订阅 一 种 报纸 的 概率 р, ; 

(5) 不 订阅 任何 报纸 的 概率 ро; 

(6) 至 多 订阅 一 种 报纸 的 概率 ро. 

4. 设 A,B 是 两 事件 , 且 P(A)=0.5,P(B)=0.8. 问 : (1) 在 什么 条 件 下 P(AB) 取 到 最 
大 值 ,最 大 值 是 多 少 ? (2) 在 什么 条 件 下 P(AB) 取 到 最 小 值 ,最 小 值 又 是 多 少 ? 

5. 设 事件 A,B,C 满 足 P(A)=P(B)=P(C)=0.2,P(AB)=P(BC)=0.1,P(AC)=0. 
求 事件 A,B,C 都 不 发 生 的 概率 . 

6. 设 A,B 为 两 个 随机 事件 ,证 明 ， 

(1) P(AB)=1—P(A)—P(B)+P(AB); 

(2) I=P(A)— P(B)<XP(AB)<XP(AUB)<P(A)+P(B). 

т. 将 编号 为 1,2,3,4 的 四 辆 车 按 任意 顺序 停 在 车 位 上 . 问 : 四 辆 车 自 右 向 左 或 自 左 向 
右 恰 成 1,2,3,4 的 顺序 的 概率 是 多 少 ? 

8. 从 1,2,3,…,9 这 九 个 数字 中 任 取 一 个 , 取 后 放 回 , 共 取 五 次 . 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 最 后 一 次 取出 的 数字 是 奇数 ; 

(2) 五 个 数字 全 不 相同 ; 

G) 2 恰好 出 现 两 次 ; 

(4) 2 至 少 出 现 两 次 . 

9. 从 52 张 扑 克 牌 中 (不 含 大 小 王 ) 任 取 13 张 牌 . 求 : 

(1) 其 中 有 4 张 A 的 概率 ; 

(2) 其 中 有 3 张 黑 桃 ,2 张 红 心 .5 张 方块 .3 张 草花 的 概率 . 

10. 某 公司 发 出 20 件 外 形 相同 的 货物 ,共有 甲乙 、 丙 三 种 货物 ,其 中 甲 10 件 , 乙 6 件 ， 
丙 4 fk. 在 运送 途中 所 有 标签 脱落 , 交 货 人 随意 将 这 些 货物 发 给 顾客 . 问 : 一 个 订货 5 件 甲 、 
4 件 乙 和 2 件 丙 的 顾客 ,能 按 其 要 求 如 数 得 到 订货 的 概率 是 多 少 ? 

11. 将 8 本 书 随 机 地 放 到 书架 上 , 求 其 中 3 本 数学 书 恰好 放 在 一 起 的 概率 . 

12. 在 1000 个 产品 中 有 800 个 正品 .200 个 次 品 . 现任 取 200 个 产品 . R; (1) 恰 好 有 
30 个 次 品 的 概率 ; (2) 至 少 有 2 个 次 品 的 概率 . 

13. 已 知 Р(А)-0.6,Р(В)-0.4,Р(АВ)-0.5.Ж Р(В|АВ). 


14. 假设 一 批 产 品 中 一 、 二 三 等 品 各 占 60%,30%,10%, 今 从 中 随意 取出 一 件 ,结果 不 
是 三 等 品 . 求 取 到 的 是 一 等 品 的 概率 . 

15. 根据 100 多 年 来 的 气象 记录 知道 , 甲 . 乙 两 个 相 邻 的 城市 一 年 中 雨天 的 比例 甲 市 占 
20%, 乙 市 占 14%, 两 地 同时 下 雨 占 12%. 试 求 : 

(1) 甲 市 下 雨 的 情况 下 , 乙 市 出 现 雨 天 的 概率 ; 

(2) 甲 市 或 乙 市 至 少 有 一 个 城市 下 雨 的 概率 . 

16. 某 设备 具有 甲乙 两 套 报警 系统 ,单独 使 用 时 ,甲乙 两 套 系 统 有 效 的 概率 分 别 为 
0.92 和 0. 93; 在 甲 系统 失灵 的 条 件 下 乙 系统 仍 有 效 的 概率 为 0. 85. 求 : 

(1) 发 生意 外 时 ,这 两 套 报警 系统 至 少 有 一 套 有 效 的 概率 ; 

(2) 在 乙 系统 失灵 的 条 件 下 , 甲 系 统 仍 有 效 的 概率 . 

17. 甲乙 两 人 各 自 独立 地 对 同一 目标 射击 一 次 , 设 两 人 命中 率 分 别 为 0.6 和 0. 5. 现 已 
知 目标 被 击 中 , 求 它 是 被 甲 击 中 的 概率 . 

18. 电路 由 电池 工 与 两 个 并 联 的 电池 正和 亚 串 联 而 成 . 若 电池 工 , 工 ,下 损坏 的 概率 分 
别 是 0.3,0.2,0.2, 且 各 个 电池 的 损坏 与 否 是 相互 独立 的 , 求 发 生 断 路 的 概率 . 

19. 某 排球 比赛 的 规则 定 为 5 盘 3 胜 制 .A,B 两 队 的 胜率 分 别 为 0.6 和 0. 4, 且 每 盘 比 
赛 胜 否 与 之 前 比赛 无 关 . 若 前 两 盘 中 A 以 2 : 0 领先 , 求 最 后 A 队 获 胜 的 概率 . 

20. 设 P(A)>0,P(B)>0. WEH: А.В 相互 独立 全 P(A|1B)=P(A1B). 

21. 已 知 男人 中 有 5% 是 色盲 患者 ,女人 中 有 0.25% 是 色盲 患者 . 今 从 1000 人 的 人 群 
中 (其 中 女性 为 600 人 ) 随 机 挑选 一 人 ,恰好 是 色盲 患者 , 问 此 人 是 男性 的 概率 . 

22. 已 知 某 产品 的 合格 率 为 0. 9. 检验 员 在 检验 时 ,将 合格 品 误 认 为 次 品 的 概率 
为 0. 01 ,而 一 个 次 品 被 误 认 为 合格 品 的 概率 为 0.05. 求 : (1) 检 查 任 一 产品 被 认为 是 合格 品 
的 概率 ; (2) 被 认为 合格 品 的 产品 实 为 次 品 的 概率 . 

23. 某 人 到 上 海参 加 会 议 ,他 乘 火 车 .轮船 .汽车 或 飞机 去 的 概率 分 别 为 0. 5,0. 2, 
0.2 和 0.1. 如 果 他 乘 火车 .轮船 .汽车 前 去 ,迟到 的 概率 分 别 为 1/3,1/12 和 1/4, 乘 飞机 不 
会 迟到 . 如 果 他 迟到 了 , 求 他 是 乘 汽车 去 开会 的 概率 . 

24. WA 24 只 外 形 相同 的 球 分 装 在 三 个 盒子 内 ,每 盒 装 8 只 . 第 一 盒 内 有 5 个 标 有 
2 的 球 ,3 个 标 有 3 的 球 ; 第 二 盒 内 有 红 球 和 白 球 各 4 个 ;第 三 盒 内 有 红 球 6 个 , 白 球 2 个 . 先 
从 第 一 盒 中 取 一 球 ,若是 2” 字 球 , 则 在 第 二 盒 中 任 取 一 球 ;若是 “3” 字 球 , 则 从 第 三 盒 中 任 取 
一 球 . 求 第 二 次 取得 的 球 是 红 球 的 概率 . 

25. 设 有 甲乙 两 个 袋子 , 甲 袋 中 装 及 只 白 球 wm 只 红 球 ; 乙 袋 中 装 有 N 只 白 球 、.M HR 
红 球 . 今 从 甲 袋 中 任 取 一 只 球 放 入 乙 袋 中 ,再 从 乙 袋 中 任意 取 一 只 球 . 问 : (1) 取 到 白 球 的 概 
率 是 多 少 ? (2) 若 从 甲 袋 中 任 取 两 只 球 放 入 乙 袋 中 ,再 从 乙 袋 中 任意 取 一 只 球 , 取 到 白 球 的 
概率 又 是 多 少 ? (n>1,m>1) 

26. 车 有 一 传输 信道 ,将 三 字母 A,B,C 分 别 输入 信道 ,输出 为 原 字 母 的 概率 为 0.95 , 输 
出 为 其 他 字母 的 概率 为 0. 025. 现 将 3 AFER AAAA ,BBBB,CCCC 分 别 输入 信道 ,输入 
的 概率 分 别 为 0.3,0.4,0. 3. 设 信道 传输 每 个 字母 相互 独立 ,已 知 输出 字母 串 为 ABCA. 问 : 
输入 为 字母 电 AAAA 的 概率 是 多 少 ? 
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补充 与 提高 


27. 从 10 双 不 同 的 鞋 中 任 取 6 只 , 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 6 只 中 至 少 有 2 只 成 一 对 ; 

(2) 6 只 中 只 有 2 只 成 一 对 ; 

G) 6 只 中 恰 有 4 只 成 两 对 . 

28. 随机 地 向 半圆 0 三 y 达 V2az 一 妇 (a>0) 内 掷 一 点 ,该 点 落 在 半圆 内 任何 区 域 的 概 
率 与 该 区 域 的 面积 成 正比 . 求 原点 与 该 点 的 连 线 与 x 轴 夹 角 小 于 也 的 概率 。 


29. 甲 . 乙 二 人 轮流 投篮 ,规定 由 甲 先 开始 , 且 甲 每 轮 只 投 一 次 ,而 乙 每 轮 连 续 投 两 次 ， 
先 投 中 者 为 胜 .已 知 甲乙 每 次 投篮 的 命中 率 分 别 是 p 与 0.5. 求 p 为 何 值 时 ,甲乙 获胜 的 

30. 设 0<P(A)<1,0<P(B)<1. 若 P(A1B) 十 P(A1B)=1, 试 证 明 : A 与 B 相互 
独立 ， 

31. 某 种 仪器 由 三 个 部 件 组 装 而 成 ,假设 各 部 件 质量 互 不 影响 且 它 们 的 优质 品 率 分 别 
为 0.8,0.7 与 0.9. 已 知 如 果 三 个 部 件 都 是 优质 品 , 则 组 装 后 的 仪器 一 定 合格 ;如 果 有 一 个 
部 件 不 是 优质 品 , 则 组 装 后 仪器 的 不 合格 率 为 0.2; 如 果 有 两 个 部 件 不 是 优质 品 , 则 组 装 后 
仪器 的 不 合格 率 为 0. 6; 如 果 三 个 部 件 都 不 是 优质 品 , 则 组 装 后 仪器 的 不 合格 率 为 0.9. Ж. 
(1) 该 组 装 仪器 的 不 合格 率 ;(2) 如 果 已 发 现 组 装 的 仪器 不 合格 , 则 它 有 几 个 部 件 不 是 优质 品 
的 概率 最 大 . 

32. 甲乙 两 名 选手 进行 比赛 ,已 知 每 一 局 甲乙 获胜 的 概率 的 概率 分 别 为 0.6 与 0. 4， 
比赛 可 采用 3 局 2 胜 制 或 5 局 3 胜 制 . 问 在 哪 一 种 赛制 下 甲 获胜 的 可 能 性 大 . 

33. 用 某 种 仪器 检验 电子 元 件 , 若 元 件 是 正品 ,经 检验 也 是 正品 的 概率 为 0. 99; 若 元 件 
是 次 品 , 经 检验 也 是 次 品 的 概率 为 0. 95. 当 大 批 元 件 送 来 检验 时 ,检验 员 只 是 随机 地 无 放 回 
地 抽取 3 件 , 用 该 仪器 对 每 1 件 进行 独立 检验 . 若 检验 3 件 全 是 正品 , 则 这 批 元 件 就 可 以 出 
Г. 现 送 来 元 件 100 件 , 已 知 其 中 有 4 件 次 品 , 求 这 100 件 元 件 能 出 厂 的 概率 . 

34. 盒 中 放 有 12 个 乒乓 球 , 其 中 有 9 个 是 新 的 . 第 一 次 从 其 中 任 取 3 个 来 用 ,用 后 仍 放 
回 盒 中 . 第 二 次 再 从 盒 中 任 取 3 个 , 若 已 知 第 二 次 取出 的 球 全 是 新 球 , 求 第 一 次 取 到 的 球 全 
是 新 球 的 概率 . 

35. 假设 一 名 射手 在 距 目标 250 m,200 m 与 150 m 处 进行 射击 的 概率 与 射击 距离 成 反 
比 ,并 且 在 上 述 各 距离 射击 命中 目标 的 概率 分 别 为 0.05,0. 1 与 0. 2. 如 果 该 射手 在 同一 位 
蜀 连 续 射 击 三 次 (假定 每 次 击 中 与 否 互 不 影响 ) , 现 发 现 目标 仅 中 一 弹 , 求 射 手 在 各 不 同位 置 
射击 的 概率 . 

36. 设 有 来 自 三 个 地 区 的 各 10 名 .15 名 和 25 名 考生 的 报名 表 , 其 中 女生 的 报名 表 分 别 
为 3 份 .7 份 和 8 份 .随机 地 取 一 个 地 区 的 报名 表 , 从 中 先后 抽出 两 份 . 求 : (1) 先 抽 到 的 一 
份 是 女生 表 的 概率 ; (2) 已 知 后 抽 到 的 一 份 是 男生 表 , 求 先 抽 到 的 一 份 是 女生 表 的 概率 . 


随机 变量 及 其 分 布 


2.1 随机 变量 


在 第 1 章 中 用 样本 空间 的 子 集 表示 随机 事件 ,这 种 表示 方式 对 分 析 随 机 现象 的 统计 规 
律 有 较 大 的 局 限 性 . 为 了 全 面 地 研究 随机 试验 的 结果 ,我 们 将 随机 试验 的 结果 与 实数 对 应 起 
来 ,将 随机 试验 的 结果 数量 化 ,由 此 就 产生 了 随机 变量 的 概念 

我 们 已 看 到 ,有 许多 随机 试验 的 结果 与 实数 之 间 本 身 就 存在 着 某 种 客观 的 联系 . 

БЕ Kiet 5 个 相同 的 球 ,它们 的 编号 为 1,2,3,4,5, 从 中 任 取 一 个 球 ,观察 它 的 
编号 . 


以 X 记 所 取 球 的 编号 ,很 明显 Х 可 能 取 值 为 1,2,3,4,5, 其 样本 空间 为 S 一 {e} 一 人 1,2， 
3,4,5), 则 与 每 个 实验 结果 相对 应 的 X 的 取 值 为 
Х-Х(д-і, e=i, i=1,2,3,4,5. 


考察 电话 总 机 在 单位 时 间 内 接 到 呼唤 的 次 数 . 
记 X 表示 单位 时 间 内 接 到 呼唤 的 次 数 ,显然 ,X 可 能 取 值 为 0,1,2,…, 其 样本 空间 为 
S={e}={0,1,2,…}, 则 
Х= X()= k, е= Е, k= 0,1,2,== 
测试 灯泡 的 寿命 . 
设 X 表 示 灯 泡 的 寿命 (以 h H), X 的 可 能 取 值 范围 为 [0, + co), 其 样本 空间 为 
S=(e)=(t|i20) , J 


Х = X(e) = p, £= b: t>, 
有 些 随 机 试验 的 结果 与 实数 之 间 虽 然 没 有 上 述 那 种 自然 的 联系 ,但 是 可 以 人 为 地 给 它 
建立 起 一 种 对 应 关系 . 
观察 上 课时 第 一 个 进入 教室 的 学 生 是 男生 ( 记 为 В) ,还 是 女生 ( 记 为 G). 
样本 空间 为 5={e} = 二 {1B,G) ,为 便于 研究 ,将 每 一 个 结果 用 一 个 实数 来 代表 ,这 样 试验 
结果 就 数量 化 了 . 现在 我 们 约定 , 当 是 男生 时 , 取 久 =1; 是 女生 时 , 取 久 =0. 则 有 
хек р 
0, =G` 


抛掷 一 枚 硬币 两 次 ,观察 出 现 正面 ( 记 为 H) 还 是 反面 ( 记 为 T). 
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样本 空间 为 S={e}={HH,HT,TH,TT}, 设 X 表 示 硬 币 抛掷 两 次 中 出 现 正面 的 次 数 , 则 
б. = Tt 
X= Х(е) = 41, e= НТ ТН. 
2, e= НН 

上 面 这 些 例子 中 出 现 了 变量 X, 这 个 用 来 描述 随机 试验 的 变量 X 取 什么 值 ,每 次 试验 
之 前 是 不 确定 的 . 试验 之 前 只 知道 它 所 有 可 能 的 取 值 , 因 为 它 的 取 值 依赖 于 试验 的 结果 . 由 
于 试验 的 结果 是 随机 的 ,所 以 它 的 取 值 相应 地 也 具有 随机 性 , 称 这 种 变量 为 随机 变量 . 

设 随机 试验 的 样本 空间 为 S= (e) , 若 对 于 试验 的 每 一 个 结果 е65.Х 都 有 
一 个 确定 的 实数 X=X(e) 与 之 对 应 , 则 称 X 为 随机 变量 . 

在 本 书 中 ,我 们 一 般 以 大 写字 母 X,Y,Z,… 表 示 随 机 变量 ,而 以 小 写字 母 z,y,z,… 表 

由 定义 可 知 , 随 机 变量 是 定义 在 样本 空间 上 的 实 值 单 值 函数 . 

随机 变量 的 取 值 随 试验 的 结果 而 定 ,在 试验 之 前 不 能 预知 它 取 什么 值 , 且 它 的 取 值 有 一 
定 的 概率 . 这 些 性 质 显 示 出 随机 变量 与 普通 函数 有 着 本 质 的 差异 . 

引入 随机 变量 后 ,随机 事件 就 可 以 通过 随机 变量 表达 出 来 . 例如 在 例 2 中 ,事件 “ 接 到 不 
少 于 1 次 呼唤 "可 用 {X 三 1) 来 表示 ;* 没 有 接 到 呼唤 ”可 用 {X=0} 表 示 . 又 如 在 例 3 中 ,事件 
“寿命 在 200 h 和 1000 h 之 间 ” 可 用 12005 X<1000) ж. 

这 样 ,对 于 随机 事件 的 研究 就 可 以 转化 为 对 随机 变量 的 研究 ,这 使 我 们 有 可 能 用 微 积分 
的 方法 对 各 种 有 关 的 问题 进行 深入 的 研究 ,使 我 们 的 研究 更 为 方便 . 

按照 随机 变量 可 能 取得 的 值 , 可 以 把 它们 分 为 两 类 : 离散 型 随机 变量 与 非 离散 型 随机 
变量 . 非 离散 型 随机 变量 包括 的 范围 很 广 ,情况 比较 复杂 ,其 中 最 重要 也 是 实际 中 常 遇 到 的 
是 连续 型 随机 变量 . 因此 ,我 们 仅 讨论 离散 型 与 连续 型 随机 变量 这 两 种 基本 类 型 的 随机 变量 
及 其 概率 分 布 . 
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2.2.1 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 律 


若 随机 变量 所 有 可 能 取 的 值 是 有 限 个 或 可 列 无 限 个 , 则 称 这 种 类 型 的 随机 
变量 为 离散 型 随机 变量 . 

如 2.1 节 例 1、 例 4、 例 5 中 的 随机 变量 ,它们 所 有 可 能 取 的 值 是 有 限 个 ,它们 是 离散 型 
随机 变量 ;又 如 2. 1 节 例 2 中 的 随机 变量 , 它 所 有 可 能 取 的 值 是 可 列 无 限 个 , 它 也 是 离散 型 
随机 变量 . 而 2. 1 节 例 3 中 的 随机 变量 , 它 所 可 能 取 的 值 充满 一 个 区 间 , 是 不 能 按 一 定 次 序 
一 一 列举 出 来 的 ,因而 它 是 非 离散 型 随机 变量 . 本 节 只 讨论 离散 型 随机 变量 . 

在 研究 一 个 随机 试验 的 时 候 , 我 们 不 仅 关心 试验 出 现 什么 结果 ,更 重要 的 是 要 知道 出 现 
这 些 结果 的 概率 , 即 对 随机 变量 ,我 们 不 仅 要 知道 它 取 什么 值 ,而 且 要 知道 它 取 这 些 值 的 概 
率 . 也 就 是 说 ,必须 知道 它 的 概率 分 布 情况 . 

设 离散 型 随机 变量 X 所 有 可 能 取 的 值 为 zi ,zs，,… ,zx,，…, 以 及 取 这 些 值 的 概率 为 户 ， 
bass pas BI 
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PIX = x, = pay ЖЕ 152, (2. 1) 
则 称 式 (2. 1) 为 随机 变量 X 的 概率 分 布 律 ,简称 分 布 律 . X 的 分 布 律 也 可 写成 如 下 的 表 
格 形式 ， 


(2.2) 


Pb. 


易 知 分 布 律 具有 如 下 两 条 性 质 : 
(1) һ20.4-1,2,е; 


(2) ЎА =1. 

反 过 来 ,满足 此 两 条 性 质 的 一 组 数 一 定 是 某 个 随机 变量 的 分 布 委 

БЫ 车 高 获 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 PX 二 去 ,k 一 1,2,…, 试 求 常数 
由 分 布 律 的 性 质 ,有 


此 时 р, = 1220. с=1 HER. 


袋 中 有 2 个 白 球 和 3 个 黑 球 , 每 次 从 中 任 取 一 个 球 直到 取得 白 球 为 止 , 求 取 球 
次 数 的 分 布 律 . 假定 : 

(1) 每 次 取出 的 黑 球 不 再 放 回去 ; 

(2) 每 次 取出 的 黑 球 仍 放 回去 . 

E 设 随机 变量 X 表示 取 球 的 次 数 . 

(1) 每 次 取出 的 黑 球 不 再 放 回 , 则 X=1,2,3,4, 且 


PIX = 1) = 2 = 0.4 
(х= 9) = 32 = 
P{X = ха =0.3 
232322 = 
PIX=3) = FX T+ X3 0.2 
ТЕСТ Ра 
Р{Х = 4) 5Х21Х3Х? 0.1 
得 所 求 分 布 律 为 
X | 1 2 З 4 
b | 0.4 0.3 0.2 0.1 
(2) 每 次 取出 的 黑 球 仍 放 回 去 , 则 X=1,2,3,…, 且 


үз, 2 
ріх=ю = (3) х= 0.4 (0.6), k= 1,2,+--, 
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рь | 0.4 0.4X0.6 … 0.4X(0.6)""1 


由 于 在 (2) 中 随机 变量 X 取得 它 的 可 能 值 的 概率 恰 为 几何 数列 ,所 以 这 种 分 布 叫做 几 
何 分 布 . 几何 分 布 的 一 般 情 形 是 : PIX=k)=(1—p)'lp. = 1.2... Д 0<p<1 为 常 
数 . 根据 几何 级 数 的 收敛 性 , 易 知 


Ух k) уа мер йер =i; 
求 得 了 随机 变量 X 的 分 布 律 后 ,我 们 不 仅 知道 了 X 取 每 个 可 能 值 的 概率 ,而 且 也 可 很 
容易 地 求 出 X 取 某 个 范围 内 的 数值 的 概率 . 如 在 例 2(1) 中 : 
P(X<3) = PIX = 1) +P(X = 2) = 0.7, 
P{(1< X< 4) = РХ = 2) +P(X = 3) = 0.5. 
下 面 介绍 几 种 常用 的 离散 型 随机 变量 的 分 布 . 


2.2.2 离散 型 随机 变量 的 常用 分 布 


1 0-1) 分 布 
若 随机 变量 X 只 可 能 取 0 和 1 这 两 个 值 , 且 它 的 分 布 律 为 
Р(Х = В) = р(1— р), k=0,1,0<p<1, (2. 3) 
即 
X | 0 1 
(2,4) 
b. | 1-р b 


则 称 X 服从 (0-1) 分 布 或 两 点 分 布 . 
一 般 地 , 若 一 个 随机 试验 只 有 两 种 可 能 的 结果 A 和 A, 且 РОА) = р(0<р<1), ЖИТА 
能 定义 一 个 服从 (0-1) 分 布 的 随机 变量 
1, A 发 生 
Е А A RE 
来 描述 这 个 随机 试验 的 结果 . 例如 ,对 新 婴儿 的 性 别 进行 登记 ,检查 产品 的 质量 是 否 合格 , 抛 
PEET ,观察 其 正 、 反 面 出 现 情况 等 试验 都 可 以 用 服从 (0-1) 分 布 的 随机 变量 来 描述 . 


2 伯 努 利 试验 、 二 项 分 布 

进行 n 次 重复 试验 ,在 每 次 试验 中 只 有 两 个 可 能 结果 A 和 A ,假设 每 次 试验 的 结果 与 
其 他 各 次 试验 的 结果 无 关 , 事 件 A 发 生 的 概率 P(A) 在 每 次 试验 中 保持 不 变 , 则 称 这 样 的 
次 独立 重复 试验 为 n EARE Bernoulli WIE. n 重 伯 努 利 试验 是 一 种 很 重要 的 概率 模型 ， 
它 有 广泛 的 应 用 . 

例如 : 抛 毛 一 枚 硬币 n 次 ,观察 其 正 、 反 面 出 现 情况 ,就 是 重 伯 努 利 试验 . 又 如 抛 一 颗 
懂 子 4 次 ,观察 其 是 否 出 现 %1” 点 ,也 是 重 伯 努 利 试验 .再 如 袋 中 装 有 wm 只 白 球 ,n 只 红 球 ， 
每 次 在 袋 中 随机 地 取 一 只 球 观察 其 颜色 , 若 连 续 取 球 次 并 作 放 回 抽 样 ,就 是 БИН НА 
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验 ;然而 车 作 不 放 回 抽样 ,由 于 各 次 试验 不 再 相互 独立 ,因而 就 不 再 是 重 伯 努 利 试验 了 . 

以 X 表示 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 ,p= 二 P(A) ,0 二 p 二 1,X 是 一 个 随机 变 
量 ,我 们 来 求 它 的 分 布 律 . 

显然 ,X 所 有 可 能 取 值 为 0,1,2,…,n. 

由 于 各 次 试验 相互 独立 ,因此 ,事件 A 在 指定 的 &CO< < 次 试验 中 发 生 ,其 他 次 
试验 中 发 生 ( 例 如 前 次 A RETA nk KA 发 生 ) 的 概率 为 

Р(А--АА--А)= р — р)", 


НИТ nn 次 试验 中 事件 A 恰好 发 
E k 次 的 概率 为 


P(X = в} = (прав, 记 4-1-р. 


ШІН 
Р{Х= 0 = МЕ Беи 
显然 
М-ы ВЕЕ а 
DPIX =k) = 5 р = (p+g)" = 1. 
k=0 k=0 
一 般 地 ,有 如 下 定义 . 
设 随 机 变量 X 具有 分 布 律 
рев = [r)a ps еб (2.5) 


其 中 0<p<<1 为 常数 , 则 称 X ЖМИ np 270%. WAH Х-В(тьр 这 里 
(равна яр 展开 式 出 现 p* 的 那 项 , 故 得 名 . 


特别 地 , 当 n=1 时 二 项 分 布 即 为 (0-1) 分 布 . 

已 知 100 个 产品 中 有 5 个 次 品 , 现 从 中 有 放 回 地 取 3 次 ,每 次 任 取 1 个 ,以 X 记 
所 取 3 个 产品 中 的 次 品 数 . (1) 写 出 X 的 分 布 律 ; (2) 求 在 所 取 的 3 个 产品 中 恰 有 2 个 次 品 
的 概率 . 

将 抽取 一 次 产品 看 成 是 一 次 试验 ,这 是 三 重 伯 努 利 试验 . 依 题 意 ,每 次 试验 取 到 次 
品 的 概率 为 р=5/100= 0. 05,01 X~B(3,0.05), 于 是 可 作 如 下 求解 . 

(1) X 的 分 布 律 为 


3 w 
Р{Х =k) = (е Х(1-0.05)%%) %--0,1,2,3. 


3 
(2) Р(Х-2) Н? 05° X0. 95=0. 0071. 


若 将 本 例 中 的 “有 放 回 ” 改 为 “无 放 回 ”, 这 就 不 是 n 重 伯 努 利 试验 了 ,XX 也 就 不 服从 二 
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项 分 布 , 而 只 能 用 古典 概 型 来 求解 ,方法 为 


这 时 X 服从 后 面 将 要 提 及 的 超 几何 分 布 . 

在 实际 问题 中 ,真正 在 完全 相同 条 件 下 进行 试验 是 不 多 见 的 . 例如 ,向 同一 目标 射击 
n 次 ,这 n 次 射击 条 件 不 可 能 完全 一 样 ,只 是 大 致 相同 ,可 用 伯 努 利 概 型 来 近似 处 理 . 对 于 抽 
样 问题 来 说 , 当 原 产品 的 批量 相当 大 ,而 抽查 的 产品 数量 相对 于 原 产 品 的 总 数 来 说 又 很 小 
时 ,* 无 放 回 ” 可 以 当 作 “ 有 放 回 "来 处 理 . 这 样 做 含有 一 些 误差 ,但 误差 不 大 ,于 是 可 用 式 (2. 5) 
来 近似 计算 取 到 的 产品 中 含有 “个 次 品 的 概率 . 

EE) 某 地 块 岩 层 上 有 一 个 10 mm 深 的 土 层 , 石 块 随机 分 布 在 土 层 内 . 建 房 时 设计 的 桩 
群 要 打 到 岩层 . 设 土 层 可 以 分 为 5 个 独立 层 , 每 层 深 2 m, 打 桩 时 每 一 个 2 m 层 内 碰 到 一 块 
石头 的 概率 为 0. 1 ( 碰 到 两 块 或 更 多 块 石头 的 概率 忽略 不 计 ). 试 求 : 

(1) 一 根 桩 成 功 地 打 到 岩层 而 未 碰 到 任何 石 块 的 概率 ; 

(2) 打 到 岩层 时 一 根 桩 最 多 碰 到 一 块 石头 的 概率 ; 

(3) 打 到 岩层 时 一 根 桩 恰 有 两 次 碰 到 石 块 的 概率 ; 

(4) 一 根 桩 一 直 打 到 第 四 层 才 第 一 次 碰 到 石 块 的 概率 ; 

(5) 假设 一 座 房屋 的 地 基 要 求 有 一 组 9 根 这 样 的 柱 打 到 岩层 ,各 桩 打 入 情况 相互 独立 ， 
求 打桩 时 不 碰 到 石 块 的 概率 . 

设 打桩 时 碰 到 石 块 的 层 数 为 X, 则 XX~B(C5,0.1) ,求解 如 下 . 


5 
(1) мх-о-( ха 1° X0. 9° =0. 5905. 
5 5 
(2) PIX<1)=P(X=0)+P(X=1)= б хо. 1° х0. 9+ i хо. X0. 9* 
=0. 9185. 


5 
(3) реа ха, 1? Х0.93--0. 0729. 


(4) 一 根 桩 一 直 打 到 第 四 层 才 第 一 次 碰 到 石 块 即 前 三 层 都 未 碰 到 石 块 ,而 第 四 层 才 首 
次 碰 到 石 块 . 首次 碰 到 石 块 的 次 数 服 从 几何 分 布 , 故 所 求 的 概率 为 
0. 9° X0. 1=0. 0729. 
(5) 题 中 所 述 即 打桩 时 9 根 桩 都 未 碰 到 石 块 ,而 各 桩 打 入 时 又 相互 独立 , 故 所 求 的 概 


率 为 
0.5905° =0. 0087. 
3. 泊 松 分 布 
设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
p= tE, k=0,1,2,., (2.6) 


Hop >o 是 常数 , 则 称 X 服从 以 ) 为 参数 的 泊 松 分 布 , 记 为 X— PQ). 
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易 知 
Р(Х =k} 20, Е-0,1,2,%%; 
koa k 
DEDEDE -ез-і 
k=0 = k! = k 


泊 松 分 布 常见 于 社会 生活 与 具有 物理 背景 的 问题 中 ,如 电话 局 在 单位 时 间 内 收 到 用 户 
的 呼唤 次 数 . 车 站 在 单位 时 间 内 到 达 的 乘客 数 .放射 物质 在 某 段 时 间 内 放射 的 粒子 数 等 . 此 
外 ,基于 下 面 的 定理 , 泊 松 分 布 还 可 用 来 作 二 项 分 布 的 近似 计算 . 

Б пея) 设 随机 变量 X ~B. р), Hlimnp, = 2, ДАРО 为 常数 ， 
则 有 
. |n a 
limP{X, = k} = ШИДІ 一 如) 于 = КЕ ААА 


-есе 1 


W пр, =À, W 


МК РЕ" an= Dea ED Sà) мМ? 


л 1 2 k—1 À. Y 
al „)( 2) (i n 1 =] ` 


HT 
ітд, = lim(np,)” =. 
_ s. =: 
рач п п 
mk É -一 k 
ШІ м) lim ( м) | ( 2) е” 
рач n oo n n 
从 而 


limP{X = k) = lim|” ta р = же 
limP{X = k} =lim| р р) = іе”, 


该 定理 表明 , 若 ХВО. р) WH n 比较 大 而 p 又 很 小 时 ,有 如 下 的 泊 松 近似 公式 ，: 


k 
PIX= b) "ра рт Ден, = сар; 


某 人 进行 射击 , 设 每 次 射击 的 命中 率 为 0. 02 ,独立 射击 400 次 . 试 求 至 少 命中 两 
次 的 概率 . 

将 一 次 射击 看 成 是 一 次 试验 , 设 击 中 的 次 数 为 X, 则 X~B400,0. 02) ,于 是 所 求 
概率 为 


Р(Х>2)-1-Р(Х-0)-Р(Х-і) 
=1 — 0. 98 — 400 X 0. 02 X (0.98) 
=0. 9972. 
直接 计算 的 计算 量 较 大 ,可 利用 泊 松 定理 ,因为 n=400 足够 大 ,4 二 np 二 8 不 太 大 ,所 以 
查 附 表 A. 1 可 得 所 求 概率 为 
Р(Х>2)-1-Р(Х-0)-Р(Х-1)ж1-е%-8е% ~ 0. 997. 
例 5 的 结果 (概率 很 接近 于 1) 说 明了 以 下 两 个 事实 . 
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(1) 虽然 每 次 射击 的 命中 率 很 小 (为 0.02) ,但 如 果 射 击 400 次 , 则 击 中 目标 至 少 两 次 几 
平 是 可 以 肯定 的 . 这 一 事实 说 明 ,一 个 事件 尽管 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 很 小 ,但 在 大 量 重 
复 的 独立 试验 中 ,这 个 事件 的 发 生 几乎 是 必然 的 . 也 就 是 说 小 概率 事件 ,在 一 次 试验 中 可 以 
认为 是 不 会 发 生 的 ,但 在 大 量 重复 的 独立 试验 中 是 不 可 忽视 的 . 

(2) 如 果 射 手 在 400 次 射击 中 , 击 中 目标 的 次 数 竞 不 到 2 次 ,由 于 P(X<2)~0. 003 很 
小 ,而 这 个 小 概率 事件 在 一 次 试验 中 竞 发 生 了 , 则 根据 实际 推断 原理 (概率 很 小 的 事件 在 一 
次 试验 中 几乎 是 不 发 生 的 ) ,我 们 将 有 理由 怀疑 “每 次 射击 的 命中 率 为 0.02” 这 一 假设 , 即 有 
理由 认为 该 射手 射击 的 命中 率 达 不 到 0. 02. 

“4 超 几 何 分 布 

设 一 批 同类 产品 共 N 件 ,其 中 有 M Еа. ЧЕ п Со) Е, ДХ n 件 产品 中 的 
次 品 数 X 是 一 个 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 


НІҢ 
РХ =} = `Ë d y E= 02min М, пл). (2.7) 


n 
具有 此 分 布 律 的 随机 变量 , 称 为 服从 参数 为 (N,M,n) 的 超 几何 分 布 , 记 为 H(N.M.n). 
由 上 面 的 定义 可 知 , 超 几 何 分 布 产 生 于 无 放 回 抽样 . 实际 问题 中 经 常会 遇 到 服从 超 几 何 
分 布 的 随机 变量 ,但 当 N,M,n 较 大 时 ,上 述 的 概率 计算 相当 繁杂 . 注意 到 当 N 很 大 ,n 较 小 
时 ,上 述 的 次 品 率 p=M/N 在 抽取 前 后 的 差异 很 小 ,进而 可 以 证 明 N— сова JU a a 
趋 于 二 项 分 布 


im 
п-в "ра p, |= M 


ЕЕ i 


МЧ МА Піл 不 太 大 时 ,有 如 下 的 近似 公 


Мр) 

ШЕ ~ op р= М. 

ННН ВАЕ АВАРГА НУРСЫЗ. 
23 随机 变量 的 分 布 函数 


由 于 随机 变量 的 概率 分 布 情况 并 非 都 能 以 其 取 某 个 值 的 概率 表示 ,如 非 离散 型 随机 变 
量 X, 其 可 能 取 的 值 无 法 一 一 列举 出 来 ,因而 就 不 能 像 离散 型 随机 变量 那样 可 以 用 分 布 律 来 
描述 它 . 在 后 面 会 看 到 ,我 们 通常 所 遇 到 的 非 离散 型 随机 变量 取 某 个 特定 值 的 概率 等 于 0. 
实际 上 ,对 于 这 类 随机 变量 我 们 所 关心 的 并 不 是 它 取 某 个 特定 值 的 概率 . 例如 ,在 测量 误差 、 
无 件 的 寿命 的 讨论 中 ,我 们 感 兴趣 的 是 测量 误差 落 在 某 个 区 间 内 的 概率 、 寿 命 大 于 某 个 数 的 
概率 . 因此 ,需要 考虑 的 是 随机 变量 的 取 值 落 在 某 个 区 间 上 的 概率 . 而 
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Pina < X< ж») =P(X< z;,) -PXS 2а}, 

这 就 告诉 我 们 ,要 掌握 随机 变量 X 的 统计 规律 ,只 要 对 任意 的 实数 z. HH P X< +) 0 
了 . 这 一 概率 显然 与 x 有 关 . 下面 引 入 随机 变量 分 布 函数 的 概念 . 

设 X 是 随机 变量 ,z 是 任 一 实数 , 则 函数 

Е(х) -Р(Х<т) 

称 为 随机 变量 X 的 分 布 函 数 . 

由 定义 可 知 ，F(z) 是 一 个 定义 在 (一 co, 十 co) 上、 值 域 为 [0,1] 的 函数 , 且 对 任意 实数 
zi z: (z <zx,) 有 

P{z < X <x,) = PIX < а} — PIX < а) = Еб) — Еб), (2.8) 

因此 ,利用 分 布 函数 可 以 完整 地 表示 随机 变量 的 概率 分 布 . 

正 是 通过 分 布 函数 ,我 们 将 能 用 微 积分 的 方法 来 研究 随机 变量 . 

如 果 将 X 看 成 数 轴 上 的 随机 点 ,那么 随机 变量 X 的 分 布 函数 下 (z) 的 几何 意义 就 是 点 
X 落 在 区 间 ( 一 co,z] 上 的 概率 . 

分 布 函数 FCz) 具 有 以 下 性 质 ， 

(1) 单调 非 降 性 H Са, 0 

F(x1) < Есту). 
(2) 有 界 性 0<F(x)<1, 且 
ЕС-)- т FCz) = 0, ЕСіо)- lim F(z) = 1. 
(3) 右 连 续 性 


F(z +0) = limF() = F(x). 


以 上 的 性 质 中 ,前 两 条 由 分 布 函数 的 定义 直接 可 以 得 出 ,第 三 条 的 证 明 超出 本 书 范围 ， 
Ақ. 
反 过 来 , 任 一 满足 这 三 条 性 质 的 函数 ,一 定 可 以 作为 某 一 随机 变量 的 分 布 函 数 . 
有 了 随机 变量 X 的 分 布 函 数 ,一 些 重 要 的 随机 事件 的 概率 就 可 用 分 布 函 数 下 (x) 表 
Ж.Ш: 
Р(Х >а) =1- Р(Х<«а)} = 1— F(a), 
Р(Х <a) = limF(x) = Е(а —– 0), 


т-ға 


P{a < X< b) = F(b) —F(a) +P(z = a}, 
PIX =a) = F(a)—F(a—0. 


已 知 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 F(z) = У) эк» R РІХ<3),РІХ24). 


0<n<r 
3 3 
P(X <3} = FG3—0) = У) я 
2194 
A1 7 _ 1 
PIX2>4) =1—PI(X<4) = 1-Е 0) =1 = і 


对 离散 型 随机 变量 , 它 的 分 布 函数 可 根据 概率 分 布 律 求 出 . 
设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
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求 和 的 分 布 函数 ,并 求 Р|х< 


F(z) = PIX< z) = УЈР(Х= а) = 


x <= 


F(z) 是 一 分 段 函数 ,其 图 像 如 图 2-1 所 示 . 
因此 有 


[2 <х<3) (5) (3) 0.92—0.5 = 0.42, 


P(2 < X <3} = F3) — F(2) + PIX = 2} = 1—0.92 +0.42 = 0.5. 
可 见 离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 F(z) 是 一 右 连续 的 阶梯 型 函数 ,X 的 每 一 可 能 取 值 


т, 均 为 F(x) 的 跳跃 间断 点 ,其 跳跃 度 恰 为 pi ,而 在 两 个 相 邻 跳跃 点 之 间 分 布 函 数值 保持 不 


变 ,这 一 特征 实际 上 是 所 有 离散 型 随机 变量 的 共同 特征 . 反 过 来 ,如 果 一 个 随机 变量 X 的 分 
布 函 数 下 (zx) 是 阶梯 型 函数 , 则 XX 一定 是 一 个 离散 型 随机 变量 ,其 概率 分 布 律 可 由 分 布 函 数 
F(x) 唯一 确定 : F(z) 的 跳跃 点 全 体 构 成 X 的 所 有 可 能 取 值 ,每 一 跳跃 点 处 的 跳跃 高 度 则 
是 X 在 相应 点 处 的 概率 . 

对 于 离散 型 随机 变量 来 说 ,分 布 函数 完全 可 以 代替 概率 分 布 律 的 作用 ;不 过 ,在 表达 和 
研究 离散 型 随机 变量 的 分 布 时 ,我们 用 得 较 多 的 还 是 概率 分 布 律 ,因为 它 比较 方便 . 

向 半径 为 2 m 的 圆 形 靶 射击 , 设 随机 变量 X 表示 击 中 点 与 靶 心 O 的 距离 .已 知 
击 中 点 落 在 以 靶 心 O 为 中 心 半径 为 zx 的 圆 内 的 概率 与 该 圆 的 面积 та? 成 正比 ,并 且 已 知 
不 会 脱 靶 . 试 求 X 的 分 布 函 数 . 

由 于 不 会 发 生 脱 靶 的 情况 ,所 以 X 的 一 切 可 能 取 值 都 在 区 间 [0,2] 上 , 故 可 有 以 
下 结果 . 

当 zx<0 时 ,F(x)=P{X<x}=0. 

当 z 之 2 时 ,F(zx)=P{X<zx}=1. 

4 0<+r<2 时 , 依 题 意 ,P{0 过 Xx}=kxx? ,其 中 为 常数 .又 {0 过 X 二 2}) 是 必然 事件 ， 


即 1=P{0X<2) =k, MB e= N 


2 


Р0<Х<:)-%. 


£ 
Е(х) = PIX< xz) = PIX<0)+P(0< X <+) = 


ЕТТІ ЕТІ, Q 


因此 X 的 分 布 函数 为 
0, т<0 


$ 
F(x) = T 0<2<2, 


1, 2<= 
它 的 图 形 是 一 条 连续 曲线 ,如 图 2-2 所 示 . 


2.4 连续 型 随机 变量 及 其 概率 分 布 


2.4.1 连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 
容易 看 到 ,在 2.3 节 的 例 3 中 的 分 布 函数 F(z) ,对 于 任意 + 可 表示 为 
Еб) = [| oa, 


其 中 
ета 
ғ = I 
о, 其 他 


这 就 是 说 ,F(z) 恰 是 非 负 函数 Foz) 在 区 间 ( 一 co,z] 上 的 积分 ,在 这 种 情况 下 我 们 称 X 为 连 
续 型 随机 变量 . 下 面 引入 连续 型 随机 变量 的 定义 . 
若 对 于 随机 变量 X 的 分 布 函数 FC) ,存在 非 负 可 积 函数 f(x) ,使 对 于 任 
意 实 数 z 有 
F(z) = ЕСІ (2.9) 


Ші X ЕЛЕНЕ, АН f(z) 为 X 的 概率 密度 函数 ,简称 概率 密度 或 密度 函数 . 

由 定义 知道 ,概率 密度 函数 f(x) 具有 下 列 性 质 : 

(1) /(ау>0. 

Q) | far =i; 

若 一 个 函数 满足 上 述 两 个 性 质 ,一 定 可 以 作为 某 一 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 . 

(3) 对 于 任意 实数 mm ,zs (zi 过 zs) ,连续 型 随机 变量 X 在 (zzs*] 上 取 值 的 概率 为 
Pla < X < а) = Еб) Еб) = | foa (2.10) 

由 式 (2. 10) 知 道 ,连续 型 随机 变量 X 落 在 区 间 (zi ,zz] 上 的 概率 Plr < X< xz, ТІ 


С одо ЩА y= 了 f(z) 之 下 的 曲 边 梯形 的 面积 ,如 图 2-3 所 示 . 由 性 质 (2) 知 道 , 介 于 曲 
线 у= fGa) Ej Ox 轴 之 间 的 面积 等 于 1, 如 图 2-4 所 示 . 
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(4) 连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 是 连续 函数 ,并 且 在 f(x) 的 连续 点 处 有 
F(x) = f(z). 


由 导数 定义 知 
fe) = lim EtAD THD L Jim Ра Хада) 
Ar-=0 Ат jaart Ат Ж 
故 当 Ат 充分 小 时 ,有 


Ple < X < х +Ат} =s /(л2Ал. 
即 f(x) 不 是 概率 ,但 f(z) 的 取 值 确定 了 XX 在 区 间 (z,z 十 Az] 上 概率 的 大 小 ,也 就 是 说 ， 
f(x) 的 取 值 确定 了 XX 在 点 zx ЕС E” СВК f(x) 为 密度 函数 . 
ЕШ 设 随机 变量 X 具有 概率 密度 
Ет. 0<<x<1 
f(x) = 1—3» 1<:%<2. 
0, 其 他 
(1) 确 定常 数 &; (DR X 的 分 布 函数 FCz); (3) 求 p|+<x<]. 


(1) 由 性 质 (2) 可 得 
[oe Гаа (et 


m= ах 的 概率 密度 为 


24 0<т<І 
f(z) = 1 F 1<.<2 
0 其 他 
(2) X 的 分 布 函数 为 
0， 
K 0<2<1 
н 0 
ғо) = | ға) = i А 
сө ETEN] (1-5) 1<:<? 
22 1 2 
1. 2<: 
即 
0， z<0 


F(z)= 
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P 人 位 <xX<3] ЕСІ КЕСЕНЕ г.) 18; 
需要 指出 的 是 ,对 于 连续 型 随机 变量 Х Ж. 它 取 任 一 指定 实数 值 的 概率 均 为 0 , 即 
Р(Х-а)-о 这 是 因为 
PIX =a) = lim Pla —Az< X <a) 


Ar*0 


= lim (F(a) — F(a — Az)) = 0. 


据 此 ,在 计算 连续 型 随机 变量 落 在 某 一 区 间 的 概率 时 ,可 以 不 必 区 分 该 区 间 是 开 区 间或 闭 区 
间或 半 闭 区 间 , 即 有 
P(a< X<b)= Pla< X< b) = Pla<X<b)= Pla < X< b) 
= әд, 

此 外 ,这 一 结果 也 表明 ,概率 为 0 的 事件 并 不 一 定 是 不 可 能 事件 ;同样 概率 为 1 的 事件 
并 不 一 定 是 必然 事件 . 

设 连 续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 

Беде (г Ве, т> И 
х < 0 

Ж. (1) 常 数 A,B; (2) 概 率 密度 函数 fO). 

(1) 由 分 布 函数 的 性 质 知 

1 = ЕСЕ) = lim F(z) = lim (A — Be *) = А. 

X F(0)=A—B,F(0—0)=0,F(0+0)=A—B,H F(x) 的 连续 性 得 A 一 B=0, 即 B=1， 
即 有 


ғо) | ез, т>0 
ж) = š 
:<0 
(2) 显然 
А 26%; ¿D> 
Ја) = Е (z) = 4 
0. :5<0 


这 里 F (0)=0,F. (0) =2, ЕС) Е +=0 处 的 导数 是 不 存在 的 ,但 我 们 补充 定义 此 点 的 
密度 为 1(0) 二 0( 原 则 上 ,补充 定义 (0) 为 其 他 非 负 值 也 是 可 以 的 ,因为 改变 密度 函数 个 别 
点 处 的 值 不 影响 其 在 区 间 上 的 积分 值 ). 

对 于 连续 型 随机 变量 ,在 实用 上 和 理论 上 还 是 使 用 f(z) 来 描述 较为 方便 . 


2.4.2 连续 型 随机 变量 的 常用 分 布 


1. 均匀 分 布 
设 连 续 型 随机 变量 X 具有 概率 密度 


第 2 章 随机 变量 及 其 分 布 


0， 其 他 
WEK X 在 区 间 (o,0) 上 服从 均匀 分 布 , 记 为 X~U(Ca,O). 
DA усо, | fods. 


容易 求 得 均匀 分 布 的 分 布 函 数 


0, m a 
F(x) = 12—02, а<:<Ь 

b—a 

15 5<т 


f(x) 及 F(z) 的 图 形 分 别 见 图 2-5 和 图 2-6. 


图 2-5 图 2-6 


若 X~U(a,b), 则 对 于 任 一 长 度 为 ! FEE CCH) ,ac<c 十 1 过 b, 有 


сн сы 1 š 
Pic<x<ety =| годе = | dz = А 
e с b—a b—a 


因此 XX 的 取 值 落 在 区 间 (a,65) 内 的 任意 子 区 间 上 的 概率 与 子 区 间 的 长 度 成 正比 ,而 与 子 区 
间 的 位 置 无 关 , 即 X 的 取 值 落 在 任意 长 度 相等 的 子 区 间 上 的 概率 “均匀 ”地 分 布 在 区 间 
(ab). 
某 长 途 汽车 每 天 有 两 班 ,发 车 时 间 分 别 为 8:30 和 9:00, WREE fE 8.00- 
9:00 的 任意 时 刻 到 达 候车 地 点 是 等 可 能 的 , 试 求 他 等 候 不 到 20 min 的 概率 . 
设 乘客 于 8:00 过 X 分 到 达 候 车 地 点 , 则 依 题 意 ,X~U(0,60) ,其 概率 密度 为 
1 
Gy Н 0<:< 60 
0， 其 他 
故 为 使 等 候 时 间 不 超过 20 min, 乘 客 必须 且 只 需 在 8:10—8:30 之 间或 8:40 一 9:00 之 间 到 
达 候 车 地 点 ,因此 所 求 概率 为 


30 1 60 $ 2 
во<х<зарРО<х<ө-|724- f” Lar 


10 60 % 60 37 
2 指数 分 布 
设 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
ТҮ майда, (2.12) 
ЖҰ? = » 其 他 . à 


其 中 90>0 为 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 0 的 指数 分 布 , 记 为 X— Exp(0). 


24 连续 型 随机 变量 及 其 概率 分 布 


易 知 0х) 20, В. Лх) 
[лов = (Таа =—6® М = 1, 2 
指数 分 布 的 密度 曲线 如 图 2-7 所 示 , 其 相应 的 分 布 函数 为 
РАІ] 
其 他 “ 图 2-7 
设 打 一 次 电话 所 用 的 时 间 ( 单 位 : min) 服 从 参数 0 一 地 的 指数 分 布 ,若菜 人 刚好 


在 你 前 面 走 进 公用 电话 亭 . 求 : (1) 你 将 等 待 超 过 10 min 的 概率 ;(2) 你 将 等 待 5 一 10 шіп 才 
能 走 进 此 电话 襄 打 电话 的 概率 . 


设 X 表示 先进 入 那 人 打 电 话 所 用 时 间 , 则 依 题 意 ,X~Exp (十 ], 其 概率 密度 为 


= 1-е 
F(z) =| гоа = t 


0.195, 272-0 


( = А 
е N 其 他 


故 所 求 概率 为 
(D P(X> 10) = (Го. Ізі е |” 
10 


= е! ~ 0. 368; 


10 


= e %5 — е! лу 0. 239. 


在 实践 中 , 动 植 物 及 元 件 的 寿命 ,电话 问题 中 的 通话 时 间 、 服 务 系统 中 的 服务 时 间 等 通 
常 都 服从 指数 分 布 . 因此 指数 分 布 在 排队 论 和 可 靠 性 理论 等 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 . 
指数 分 布 的 重要 性 还 表现 在 它 具 有 "无 记忆 性 ”, 即 对 任意 的 *,z 盖 0, 有 


P(X>s+t)  1-Е(5 +0) e" 
P(X> s) 1— FG) е” 


= P(X >t}. 
假如 把 X 解释 为 某 一 元 件 的 寿命 ,那么 上 式 表 明 : 已 知 元 件 已 使 用 了 s 小 时 , 则 再 使 用 
t 小 时 的 概率 与 无 关 . 这 就 是 说 ,元 件 对 它 已 使 用 过 * 小 时 没有 记忆 ,所 以 有 人 戏称 指数 分 
布 是 “永远 年 轻 的 ” 


10 
(2) P{5 < X < 10; = | 0; 179145: =— e 
5 


P(X 2 s£ | X2 5) 


et 


3. 正 态 分 布 
设 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
1 GW? 
(a) = T Lodra (2.13) 
ее б 


其 中 pw,c(o>0) 为 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 wp,c WESS A.H ХУ N(a,o2). 
显然 f(z) 之 0, 现 在 来 证 明 [лое =k 


3 则 
+e 1] ep? 1 i Ea 
e 2 d e zdt = V2r = 1 
г V2ra "P: aso 2л 


“ке 


这 里 用 到 了 高 等 数学 中 已 知 的 结果 : | “ed 一 Z=. 
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正 态 分 布 的 分 布 函数 为 ( 见 图 2-8) 


т a)? 
F(x) = | еа. (2.14) 


(1) 曲线 关于 =p К Е и ЕКА ао 处 有 拐点 ,以 + У 
/дә 


水 平 渐 近 线 . 

(2) H o МЕ, а 的 值 , 则 曲线 y= f(x) 沿 x 轴 平 行 移动 但 不 改变 其 形状 ,如 
图 2-10(a) 所 示 , 故 参数 jy 确定 了 曲线 y= 二 f(x) 的 位 置 ;车 y 固定 ,改变 ve 的 值 , 则 曲线 的 陡 
峭 程度 改变 ,但 对 称 轴 的 位 置 不 变 ,如 图 2-10(b) 所 示 , 故 参数 o 确定 了 曲线 >= 70) 


Лх) fl) 


=Y 


正 态 分 布 是 实际 生活 中 最 常见 的 一 种 分 布 .许多 实际 问题 中 的 分 布 , 都 具有 正 态 分 布 
“中 间 大 \ 两 头 小 ,左右 对 称 ” 的 特点 ,如 人 的 身高 ,体重 ,学 生 的 统考 成 绩 ,测量 的 误差 ,加 工 
产品 的 尺寸 ,农作物 的 产量 等 ,它们 都 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 . 后 面 还 会 看 到 ,许多 非 正 态 
分 布 的 随机 变量 也 和 正 态 随 机 变量 有 着 密切 的 联系 ,因此 , 正 态 分 布 是 概率 论 中 最 重要 的 一 
种 分 布 . 

特别 是 , 当 w=0,c=1 时 , 即 X~N(C0,1) 时 , 称 X 服从 标准 正 态 分 布 . 其 概率 密度 和 分 
布 函数 分 别 用 p(x) ,@(z) 表 示 , 即 有 


1004 
(z) = ez, (2.15) 
a V 2 
Фа) = f ea (2.16) 
£) = e z dt. . 
ГА Aina 


易 知 
B(—7z)=1—®(z). (2.17) 


ЕТТІ ЕТІ, (39 
参见 图 2-11. Фо) 
书后 附录 A. 2 中 给 出 了 B(x) 的 函数 表 . 当 zx 宇 0 时 ,可 在 表 
中 直接 查 到 @(z) ,而 当 x<0 时 ,可 利用 式 (2. IDRE. s 1-00) 
对 于 一 般 的 正 态 分 布 NG.) АЗАН - ҒАННАН Ст 
将 它 化 成 标准 正 态 分 布 N(0,1). 


# X—N(nay W Z= 0-0,1). 


z= Ең во 


y: = Хр | pix gyl (е-е 
P(Z< 12) Pf 4 <= РХ < рат) aa а. 
令 乞 上 =u, 得 
с 
1 Í: 2 
P g < e= j e zdu = Ф(т). 
„т = 
故 
z=X E. мол». 
с 
TE, X— Мисо?) , 则 
F(x) = a=). (2.18) 
事实 上 ， 


FG) = PIX < x) Ие (=), 
由 此 可 得 ,对 于 任意 区 间 (zi ,x ], 有 
Р(х < X < х} = Fla) — Fn) (=) ЕЭ! (2.19) 
2602.19) 08. 服从 非 标准 正 态 分 布 的 正 态 随机 变量 在 一 个 区 间 内 取 值 的 概率 可 
以 用 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 来 表示 ,而 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 B(x) 的 值 可 以 查 
已 知 X~N(1,4), 求 P{0<X<1.6). 


P.O < X< 1.6) ol 


1.6- 1 
2 


Ф(0.33-І1-%С(0.5)| = 0. 6179 — 1 +0. 6915 = 0. 3094. 
ЕХ №02) R РОХ |<), РОХ |20), Р(Х 130). 


) 4%) @(0.3) — Ф(— 0.5) 


P{| Хр |<) = Plu— a< X < ро) = Ф) — ФС 1) 
26(1) —1 = 2 X 0. 8413 — 1 = 0. 6826, 

P{| X— p |< 20) = 202) — 1 = 0. 9544, 

P{| X— z |< 30) = 2Ф(3) — 1 = 0. 9974. 
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由 例 6 可 以 看 到 ,尽管 正 态 变量 的 取 值 范围 eno 
是 (一 co, 十 co) ,但 它 的 值 落 在 (w 一 3c,w 十 3c) 内 
几乎 是 肯定 的 事 . 这 就 是 通常 所 说 的 “3c” 原 则 
( 见 图 2-12). 
在 车 床上 加 工 金属 圆 杆 ,已 知 圆 杆 
直径 (单位 : cm) X— N(12. 4,a2) ,规定 直径 在 g ae G a S 
12. 0~12. 8 cm 之 间 为 合格 品 , 要 求 产品 合格 的 0.6826 
概率 至 少 为 0. 95, 试 确定 最 多 为 多 少 . 1-4. 
RER, ЖЖ о f1 Р(12.0<Х< 
12, 8)2>0. 95. 因为 


P(12.0 < X < 12.8)= (128—124) s 1 


图 2-12 


с с с 
> 0.95, 
所 以 
(9) 0.975 = @(1.96)，《〈 反 查 标准 正 态 分 布 表 ) 
又 由 @(z) 的 单调 性 知 
ы 21,96, 2<0.204. 


这 就 是 说 最 多 为 0. 204 cm. 
为 了 今后 在 数理 统计 中 应 用 方便 ,我 们 引进 标准 正 态 分 布 的 上 a 分 位 点 的 概念 . 
设 X~N(0,1), 若 给 定常 数 (0<a<1) ,存在 数 z, 满足 


Фіх) P{X>z.} =a, 
则 称 点 zx, 为 标准 正 态 分 布 的 上 a 分 位 点 ( 见 图 2-13). 
由 关系 式 
Olz) =1—P{X >z} = 1-а, (2.20) 
对 于 给 定 的 a 值 , 反 查 标准 正 态 分 布 表 可 得 z, ШИН. Ша-0.05, 
图 2-13 则 由 Ф(1. 65) =1—0. 05=0. 95,1 =,=1. 65. 


另外 ,由 g(x) 图 形 的 对 称 性 知道 = za. 
25 随机 变量 的 函数 的 分 布 


在 实际 问题 中 ,不 仅 要 研究 随机 变量 ,而 且 往往 还 要 研究 随机 变量 的 函数 . 例如 , 电 
影院 每 放映 一 场 电影 所 售 出 的 票数 是 一 个 随机 变量 ,而 票房 收入 就 是 售 出 票数 的 函数 ， 
它 当 然 也 是 一 个 随机 变量 .有些 情况 下 我 们 所 关心 的 随机 变量 ,它们 的 分 布 往往 难以 直 
接 得 到 ,但 是 与 它们 有 关 的 另 一 些 随机 变量 的 分 布 却 是 容易 知道 的 . 因此 我 们 需要 讨论 ， 
如 何 由 已 知 的 随机 变量 X 的 分 布 , 去 求 得 这 个 随机 变量 的 函数 了 一 5CX)(g(z) 是 已 知 的 
连续 函数 ) 的 分 布 . 

下 面 就 两 种 情况 分 别 进行 讨论 . 


25 随机 变量 的 西数 的 分 市 G> 


2.5.1 离散 型 随机 变量 的 函数 的 分 布 


离散 型 随机 变量 X 的 函数 Y==g(X) 仍 然 是 一 个 离散 型 随机 变量 , 它 的 分 布 律 可 直接 由 
X 的 分 布 律 求 得 . 
E X 的 分 布 律 为 P(X=zx;) 二 pi,i 二 1,2,…, 则 Y==g(X) 的 全 部 不 同 的 可 能 取 值 为 y;， 
j 二 1,2,…, 其 分 布 律 为 P{Y 二 y;} 二 qj,j 二 1,2,…, 其 中 gq; 是 所 有 满足 g (z,)= y; 的 zx; 对 
应 的 X 的 概率 P{X=x;)==p; 的 和 , 即 
РҮ-у)- D  P(X ==). 


gap) =y 


СЮ 已 知 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


j Y=(X—2) 的 分 布 律 . 
Y 的 全 部 不 同 的 可 能 取 值 为 0,1,4,9, 而 
P{Y¥Y=0)}=P{(X—2)*=0}= Р(Х = 2) = 0.16, 


| 
P{Y = 1} = P{(X— 2>} = 1} = P{X = 1} + P{X = 3) = 0.14+0.18 = 0. 32, 
P{Y = 4) = P{(X— 2) = 4) = Р(Х = 0) +P{X = 4) = 0. 10 +0. 20 = 0.30, 
P{Y = 9} = PI(X—2)* = 9) = Р(Х = 5) = 0. 22. 
MJ Y 的 分 布 律 为 
X | 0 1 4 9 


b. | 0.16 0.32 0.30 0.22 


2.5.2 连续 型 随机 变量 的 函数 的 分 布 


若 已 知 的 概率 密度 fx(z) 或 分 布 函数 Fy (x) ,要 求 其 函数 Y= 二 g(X) 的 概率 密度 , 通 
常 是 先 求 Y ШТІ Ғу(у-Р(Ү<у) ЖЕЖ Fy(y) 关 于 > 求 导 , 就 能 得 到 Y 的 概率 
密度 fy(y). 

一 食品 厂 一 天 的 产量 X( 单 位 : t) 具 有 概率 密度 

人 
= к 其 他 
一 天 的 产值 是 Y 王 5X 十 1( 单 位 : 千 元 ), 求 Y 的 概率 密度 fy(y). 
现在 先 来 求 Fy Су): 


Fy(y) = Р(Ү< у) = Р(5Х+1< у) P|X< 25 У ы 1! 
将 上 述 等 式 两 端 对 > 求 导 ,得 Y 的 概率 密度 为 


?一 1 
roaa б) 


. 
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| y=1 2 
` 5 ° 0 < 5 <1_ (0 1)， ыды 
0, 其 他 0， 其 他 


МЕ) 设 随机 变量 X 具有 概率 密度 fx (z), оос + eo, k Y= X: 的 概率 密 
度 fy(y). 
先 来 求 Fy(y): 
HT Y=X >20, H, 4 у<018,Еұ(у)-Р(Ү<у)-о0. 4 y>0 н 
Fy(y)= P{Y < y} = Р(Х < y} = P(— Jy < X < vy} 
= Fy Wy) — Fx (— Vy). 
将 上 述 等 式 两 端 对 > 求 导数 ,得 Y 的 概率 密度 为 


1 
у) + fx] y> 0 

ro- |297 y) + f; y y j 
0, 


y<0 
例如 , 若 X~N(0,1), 即 X 的 概率 密度 为 
өсе) s s, о <= «+оо, 


ШҮ-Х? 的 概率 密度 为 


下 
Аы» | = 2, ж 
0; у<0 
在 第 6 1 的 x? 分 布 概率 密度 . 

一 般 地 ,有 如 下 便于 应 用 的 定 

设 随 机 变量 X NPP fx (z), —eo<zr<+co,y=g(a)#(—co,+co) 
内 是 严格 单调 的 可 导 函 数 , 则 Y=g(X) 的 概率 密度 为 

РОДИЛО) |, «<у<р 
fr(y) = в, 其 他 (2.21) 
HF а= тіп( (оо), (+оо) ) „В= тах( 60—20), 20100) },А(у) Æ g(x) 的 反 函 数 . 

当 g(z) 是 严格 单调 增加 函数 时 ,其 反 函 数 zx=A(y) 存 在 , 且 也 是 严格 单调 增 
加 ,此 时 Y=g(X) 的 可 能 取 值 落 在 区 间 (a=g( 一 2) ,8=g( 十 co)) 内 .现在 来 求 Y 的 分 布 函 
Ж Fy(y). 

当 y<a 时 , Fy(y)= PIY<y) = 

当 a<y<B 时 ,Fy(y)=P{lY<y = P(g(X)<y) =P(X<h(y)) =Fx[h(y)]; 

Шу>  Ң.Еұ(у)-Р(Ү<у)-і. 

由 此 得 Y 的 概率 密度 为 

fxLh(y) Jh’ Су). а<у< Вв 


е” 其 他 
若 当 g(xz) 是 严格 单调 减少 函数 时 ,其 反 函 数 z= 二 h(y) 存 在 , 且 也 是 严格 单调 减少 ,此 时 
Y=g(CX) 的 可 能 取 值 落 在 区 间 (c=g( 十 co),8=g( 一 cc)) 内 . 现在 来 求 Y 的 分 布 函数 
Fy(y). 


25 随机 变量 的 函数 的 分 布 


щ уа, Еу (у) = Р(Ү<у)}=0; 

X a<y<p В, Еу (у) = Р(Ү<у) =Р(а(Х)<у)=Р(Х2АСу)) 
=1—P(X<h(y))=1—Fx[h(y)]; 

当 y 宇 B 时 ,Fy(y)=P{Y<y}=1. 


此 时 得 Y 的 概率 密度 为 
ТКШ жана wx <p 
0, 其 他 
综 上 所 述 得 Y 的 概率 密度 为 
СЕ ама ЖЕЛЕ a 
6 0, 其 他 


# f(x) 在 有 限 区 间 [a,6] 以 外 等 于 零 , 则 只 需 假 设 y=g(zx) 在 [a,5] 上 是 严格 单调 的 


可 导 函 数 ,此 时 
а = min {g(a),g(b)}, В = тах (g(a),g(b)). 


设 随机 变量 ХМ) ,概率 密度 为 


1 аа) 


е, -о<т<-офо, 
2ло 


求 YY 一 aX 十 (oa 天 0) 的 概率 密度 fy(y). 
因 y=g(z) 二 ax 十 b(a 去 0) 严格 单调 , 它 的 反 函 数 为 


+= hO) x=, yE (一 co, 十 co)， 


б) = 


且 有 
o= 1, 
由 式 (2. 21) 得 Y==aX 十 b 的 概率 密度 为 
и 2 ҺА” 1 
lal a т [а |с 
= т ТТТ Шы -< y <+ oo, 


由 此 可 知 , 当 X~NCeso) 且 a 天 0 时 ,有 
Y =aX +b ~ N(ap + b,(as)°). 
即 服 从 正 态 分 布 的 随机 变量 的 线性 组 合 仍 服从 正 态 分 布 . 
1 


特别 地 ,在 式 (2. 22) 中 令 o 一 二 ,0 一 一 此 ТА СЕ N(0,1), 这 就 是 上 一 


的 结果 . 
设 Е: Y=sin X 的 概率 密度 . 
由 题 设 知 ,X 的 概率 密度 为 


1 x x 
=, 一 一 过 r <= 

№00) = Қ Te 
о, 其 他 


(2. 22) 


节 引 理 
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现在 y=g(z)=sinz 在 | 一 开 , 工 | 上 严格 单调 增加 ,上 且 有 反 函 数 z=h(y)=arcsin y, 
2 ë 

1 

1—y 


y 


yE(—1,1), B л (у) = 


由 式 (2. 244 Y=sin X 的 概率 密度 为 


1 1 
=. . —1<y<1 
һо |" пу ә! 
0. 其 他 
若 在 本 例 中 X~U(0,xr) ,由 于 此 时 y=g(Cz)=sinz 在 (0,xr) 上 不 是 单调 函数 ,上 述 定 
2 
理 失效 ,应 仍 按 一 般 的 方法 来 做 . ТЕ x /1—y° 
0, 其 他 


， 0<у<1 


小 结 


本 童 主要 介绍 了 随机 变量 及 其 概率 分 布 ,主要 内 容 有 : 随机 变量 、 随 机 变量 的 分 布 函 
数 .离散 型 随机 变量 的 分 布 律 ,分布 函 数 .连续 型 随机 变量 ,概率 密度 函数 、 几 个 常用 分 布 、 随 
机 变量 的 函数 的 概率 分 布 . 

基本 要 求 : 

СТ) 理解 随机 变量 、 分 布 函数 、 离 散 型 随机 变量 、 连 续 型 随机 变量 、 分 布 律 . 概 率 密度 函 
数 的 概念 ,及 分 布 函 数 与 概率 密度 函数 的 性 质 . 

(2) 会 用 随机 变量 描述 事件 ,会 求 随机 变量 的 分 布 律 ,分 布 函 数 ,概率 密度 函数 . 

(3) 已 知 随机 变量 的 分 布 函数 ,会 求 分 布 律 或 概率 密度 函数 ;已 知 随机 变量 的 分 布 律 或 
概率 密度 函数 ,会 求 分 布 函数 ,会 求 随机 变量 取 值 的 概率 . 

(4) 熟练 掌握 几 个 常用 分 布 ,会 求 随机 变量 函数 的 分 布 律 .分布 函 数 ,概率 密度 函数 . 

重点 : 随机 变量 的 概念 ,分 布 函数 与 概率 密度 函数 的 概念 ,性质 及 计算 ,随机 变量 的 函 


数 的 分 布 . 
难点 : 求 随机 变量 函数 的 概率 密度 函数 . 
本 章 知识 结构 . 
概念 
随机 变量 及 其 分 布 分 布 函 数 
性 质 


分 布 律 | | 分 布 函 数 | | 三 种 常用 分 布 | | 随机 变量 的 函数 的 分 布 


概念 概率 密度 ， 分 布 函数 的 性 质 与 关系 | | 三 种 常用 分 布 | | 随机 变量 的 函数 的 分 布 


本 章 知识 结构 : 
F(z)=P{X<z)} 
0<F(z)<1, F(—o0)=0, F(+00)=1 
分 布 函数 
不 减 , 右 连续 
P(a<X<b)=F0(b)—F(a) 
P(X=a)=F(a)—F(a—0) 
分 布 律 : PIX = z.) = Рі = 1,2,0, У) 1 
分 布 函 数 : F(z) = J) PPIX = z.) = Еб) — F(z, — 0) 
Sa 
离散 型 二 项 分 布 : P(X=k)= (ra-ze + k=0,1, ns X~ Bln, p) 
随 ж 
机 泊 松 分 布 : РОХЕ) = те k=0,1,2,.-. Х-РО) 
A ! 
量 
£ 函数 了 一 g(X) 的 分 布 律 PIY =y) = ОР, 
N Й 
布 
жа. 存在 fe) 之 0,F(z) = | aya, X 为 连续 型 随机 变量 ,1(z) 为 密度 函数 ， 
F(z) 为 分 布 函数 
L| “КӘш-і, f(z) = Ра) 
性 质 与 关系 ， 
F(z) Ж. Pla < X< b) = | f(Tdr 
1 
7——, a<r<b 
均匀 分 布 : e=]: „W X—U(a b) 
0, 其 他 
一 | 连续 型 
ge %, т>0 
指数 分 布 : e= | , 则 Х--Ехр(0) 
Ен 0, т<0 
1 в I 
态 分 布 : ЈС) = р X~N C, 07) 
正 态 分 布 : f(z “2 则 бе 
正 态 与 标准 正 态 分 布 函数 关系 ; FCz)=@( 77) 
Е.(у-Р(Ү<у) 
函数 了 一 5 密度 求法 , О FPO 
© fy(y)= Fy(y) 


ой 2 


1. 某 路 段 有 3 个 路 口 安置 了 红 绿 信号 灯 , 且 各 路 口 亮 什么 颜色 的 灯 是 相互 独立 的 . 红 、 
绿 颜色 显示 的 时 间 为 1 : 2, 某 人 开车 经 过 此 路 段 , 求 此 汽车 首次 遇 到 红 灯 前 已 通过 的 路 口 
数 X 的 分 布 律 . 

2. 一 口袋 中 装 有 5 个 球 , 分 别 标 有 号 码 1,2,3,4,5, 现 从 这 个 口袋 中 任 取 3 个 球 . iZ 
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X 是 取出 球 的 号 码 中 的 最 小 值 , 写 出 随机 变量 X 的 分 布 律 ,并 求 PI X>3). 
3. 一 个 人 进行 投篮 ,直到 投 中 时 为 止 . 若 这 个 人 投 中 的 概率 为 0.4, 求 此 人 投篮 次 数 
X 的 分 布 律 . 


4. 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 P{X 一 全 一 站 一 0,1,3,5. RR: (1) 常数 c; 


(2)P(X<3|X=Z1). 

5. 设 某 产品 的 次 品 率 为 0. 1 ,检验 员 每 天 独立 地 检验 5 次 . 每 次 采用 有 放 回 抽样 方式 取 
10 件 检验 . 如 果 发 现 10 件 产品 中 有 次 品 ,就 要 调整 设备 ,否则 不 需要 调整 .用 X 表示 一 天 中 
调整 设备 的 次 数 , 求 X 的 分 布 律 . 

6. 某 地 区 有 5 个 加 油 站 ,调查 表明 在 任 一 时 刻 每 个 加 油 站 被 使 用 的 概率 为 0. 2. 求 在 同 
一 时 刻 : (1) 恰 有 两 个 加 油 站 被 使 用 的 概率 ; (2) 至 少 有 3 个 加 油 站 被 使 用 的 概率 ; (3) 至 多 
有 3 个 加 油 站 被 使 用 的 概率 . 

7. 一 张 答卷 上 有 5 道 选择 题 ,每 道 题 列 出 了 4 个 可 能 答案 ,其 中 有 一 个 答案 是 正确 的 . 
某 学 生 靠 猜测 能 答对 至 少 3 道 题 的 概率 是 多 少 ? 最 可 能 对 的 题 数 是 多 少 ? 

8. 设 随 机 变量 X 服从 泊 松 分 布 , 且 P(X=1)=P(X=2),R P{X=5). 

9. (1) 设 X~(0-1) 分 布 , 求 X 的 分 布 函数 ,并 做 出 其 图 形 ; (2) 求 第 1 题 中 的 随机 变量 


的 分 布 丽 数 ,并 求 PLX<2),P| 羡 <Xs3| 
10. 设 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 


0, <0 
,2 
F(z) = е 0<:<5, 
z>5 


求 关于 1 的 一 元 二 次 方程 /十 Xt 十 地 (X 二 2) 一 0 有 实 根 的 概率 . 
11. 设 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 


0， | 
Fa) = 0.3, "аа 
0.8, 1<x<4 
1, #>4 
求 X 的 分 布 律 . 
12. 设 连 续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 
A, <0 
Be’; 0=<z<1 
F(z) = t 


Сг 5а? — 1, 1<2<2 


1, r>2 
Ж. (1) 常 数 A,B,C 的 值 ; (2)X 的 概率 密度 函数 (x); (3)P(1<X<4). 
13. 设 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 


0, 其 他 
Ж. (1) 常 数 A; (2)X 的 分 布 函数 下 (z) ,并 画 出 F(z) 的 图 形 . 
14. 设 某 种 元 件 的 寿命 X( 以 h 计 ) 的 概率 密度 为 


йене хр, +> 100 


0, x < 100 
试问 ， (1) 若 一 个 元 件 在 使 用 150 h 之 后 仍 完好 ,那么 该 元 件 使 用 时 间 少 于 200 h 的 概率 是 
多 少 ? (2) 若 一 个 仪器 中 装 有 3 个 独立 工作 的 这 种 元 件 ,在 使 用 150 h 之 后 恰 有 一 个 元 件 损 
坏 的 概率 是 多 少 ? 

15. 设 某 公共 汽车 站 每 隔 8 min 就 有 一 辆 汽车 通过 ,乘客 在 8 min 内 任 一 时 刻 到 达 汽 车 
站 是 等 可 能 的 , 求 乘客 候车 时 间 不 超过 5 min 的 概率 . 

16. 修理 某 机 器 所 需 时 间 X( 单 位 ,hb) 服 从 以 0= 二 为 参数 的 指数 分 布 . 试 求 ， 


(1) 修理 时 间 超 过 2 h 的 概率 ; 

(2) 若 已 持续 修理 了 8 h, 总 共 需 要 至 少 10 h 才能 修好 的 概率 . 

17. 设 X~N(3,22) ,解答 以 下 问题 : (1) 求 P(2<X<5),P(|X|222); (DË Р(Х>с)- 
P{X<c), 求 c; (3) 要 使 P(X>d)20. 9,0] d 至 多 是 多 少 . 

18. 设 某 地 区 成 年 男子 的 体重 X( 以 kg RAES N), BA P{X<70}= 


эу РОХ 60) =. ПОВ соз (2) 若 在 这 一 地 区 随机 地 选 出 5 名 成 年 男子 , 求 至 少 有 


2 人 体重 超过 60 kg 的 概率 . 
19. 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


求 Y=2X? 一 1 的 分 布 律 . 
20. 已 知 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


ал 0<:<2 
Та = 416—0. 252 2<х<4, 
0 其 他 


НР(1<Х<3)-%, 


Ж. О) а,б (2)X 的 分 布 函 数 ; (3)P{X>3}; (4)Y== 一 2X 十 1 的 概率 密度 . 
21. 设 随机 变量 XX 在 (一 1,1) 上 服从 均匀 分 布 . 求 以 下 随机 变量 的 概率 密度 : 
(DY=3X+1; (2)Ү=ех. 

22. 设 随机 变量 X~N(0,1), 求 Y=|X| 的 概率 密度 . 
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补充 与 提高 
23. 设 离散 型 随机 变量 ХУБУ РОХ) = ,一 1,2,…, 且 >0, 则 1 为 ( D. 
(A) 大 于 0 的 任意 实数 (В) 0 十 1 
о 1 
(С) ін (D) = 
24. ЖЕН Рох) =соѕа MIRABILE X 的 概率 密度 , 则 X 的 可 能 取 值 区 间 为 ( ). 
x x 5. ӛт Tx 
(A) [oz] (B) [z7] (C) Го.т1 (D) ріні 


25. 一 个 盒子 中 装 有 4 个 红 球 、4 个 黑 球 和 6 个 白 球 . 现 从 中 随机 抽取 3 个 球 (不 放 回 ). 
假设 抽出 每 个 红 球 可 以 赢得 1 元 ,抽出 每 个 黑 球 要 输 掉 1 元 . 以 X 表示 赢得 的 总 钱 数 ， 
(1) 写 出 随机 变量 X 的 分 布 律 ; (2) 求 我 们 赢 钱 的 概率 有 多 大 . 

26. 设 随 机 变量 X 的 密度 函数 为 (а) = Де", –оо< < +оо, К. (1) 常 数 A; 
(2)X 的 分 布 函数 . 

27. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 

f(z) = eos =, 0<т< ый 
0. 其 他 


对 X 独 立地 重复 观察 4 次 ,用 Y 表示 观察 值 大 于 -3 的 次 数 , 试 求 随机 变量 Y 的 概率 分 布 . 


28. 设 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 N(0,1) ,对 给 定 的 a(0<a<1), 数 z, 满足 P X>) = 
а. Ж: P{|XI<z}=w, 则 > 等 于 ( ), 


СА) > (B) а (C) z (D) za 
29. В X 服从 区 间 [ 一 1,9] 上 的 均匀 分 布 , 随 机 变量 Y 是 X 的 函数 ， 
—1, X<1 
же l, X=1 


w 1<Х<6 
Jy 6<X<9 
R Y 的 概率 分 布 . 

30. 设 连 续 型 随机 变量 X 有 严格 增加 的 分 布 函 数 下 (z) aR Y=F(X) WA 
密度 函数 . 

31. 设 有 80 台 同 类 型 设备 ,各 台 工 作 相互 独立 ,发 生 故 障 的 概率 都 是 0.01, 且 一 台 设 备 
的 故障 一 个 人 能 维修 . 考虑 两 种 配备 维护 工人 的 方案 : (1) 由 4 个 人 维护 ,每 人 承包 20 台 ; 
(2) 由 3 个 人 共同 维护 80 台 . 试 比 较 两 种 方案 的 优 劣 . 


ж ж 
НВ ЧЕ 


在 第 2 章 中 ,我 们 所 讨论 的 随机 现象 只 涉及 了 一 个 随机 变量 ,但 在 很 多 随机 现象 中 ,往往 
要 涉及 多 个 随机 变量 . 例如 ,炮弹 弹 着 点 的 位 置 要 用 其 横 坐标 X 与 纵 坐标 了 来 确定 ;又 如 , 健 
康 体检 时 要 检查 身体 的 多 项 指标 ……, 这 都 是 多 维 随机 变量 问题 . 多 维 随机 变量 的 性 质 不 仅 与 各 
个 随机 变量 有 关 , 而 且 还 与 它们 之 间 的 相互 关系 有 关 . 在 本 章 中 我 们 着 重 讨论 二 维 随机 变量 . 


3.1 二 维 随机 变量 的 联合 分 布 


3.1.1 二 维 随机 变量 及 其 分 布 函数 


设 忆 是 一 个 随机 试验 ,S={e} 为 它 的 样本 空间 ,又 设 X=X(e),Y 二 Y(e) 是 
定义 在 S 上 的 随机 变量 ,由 它们 组 成 的 向 量 (X,Y) 称 为 二 维 随 机 变量 或 二 维 随机 向 量 . 

与 一 维 随 机 变量 类 似 ,可 以 用 分 布 函 数 来 讨论 二 维 随机 变量 的 概率 分 布 . 下 面 引 入 二 维 
随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 的 定义 . 

设 (X,Y) 是 二 维 随机 变量 ,对 于 任意 实数 x,y, 二 元 函数 


Еау = PX< 1) ПОСУХУ) (3.1) 
称 为 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 函数 ,简称 为 (X,Y) 的 分 布 函数 . 

如 果 将 二 维 随机 变量 (X,Y) 看 成 平面 上 随机 点 的 坐标 ,那么 
二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 F(Cz,y) 的 几何 意义 就 是 随机 点 
(X,Y) 落 在 图 3-1 所 示 无 穷 矩 形 内 的 概率 . 

分 布 函数 F(z,y) 具 有 下 列 性 质 : 

(1) 0<Е(т.у)<1.Ң 
Е(-<о,-со)-0, F(+œ,+%)=1. 

对 于 任意 固定 的 ye FC(—co,y)=0, 
对 于 任意 固定 的 zx， FOz,—so)=0. 

Em 4 个 式 子 可 以 从 几何 上 加 以 说 明 . 例如 ,在 图 3-1 中 无 穷 矩 形 的 右面 边界 向 左 无 限 
平移 ( 即 x 六 一 2), 则 随机 点 (X,Y) 落 在 这 个 矩形 内 这 一 事件 趋 于 不 可 能 事件 , 故 其 概率 趋 
ТО, ЕС оо, у) =0; ХЧ 2 1-00, усов, K 3-1 中 的 无 穷 矩 形 扩展 到 全 平面 , 随 
机 点 (X,Y) 落 在 其 中 这 一 事件 趋 于 必然 事件 , 故 其 概率 趋 于 1, 即 下 (十 co ,十 cc) 一 1. 

(2) Fa, yp X x,y 分 别 为 单调 不 减 函数 . 


546 第 3 章 多 维 随 机 变量 及 共 分 市 
(3) Fea, y) J} x,y 都 是 右 连续 函数 . 
(4) 对 任意 x 过 xz; ,yi 二 ys, 有 
F(zs yz) — F(z;,yi) — Е(ті»») + F(zi yi) 2 0. 
由 分 布 函数 的 几何 意义 知 上 式 为 随机 点 (X,Y) 落 在 图 3-2 
中 矩形 内 的 概率 ,再 由 概率 的 非 负 性 即 得 上 式 成 立 . 


3.1.2 二 维 离散 型 随机 变量 
设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 所 有 可 能 取 值 为 有 限 对 或 可 列 无 限 多 对 , 则 称 


(X,Y) 为 二 维 离散 型 随机 变量 . 
设 二 维 离 散 型 随机 变量 (X,Y) 的 所 有 可 能 取 值 为 (zx;,y;)i,j 二 1,2,…, 而 
Р{Х= x, Y= y} = фы, бј = 1,2. (3. 2) 


则 称 式 (3.2) 为 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 ,简称 为 (X,Y) 的 分 布 律 . 
上 述 (X,Y) 的 分 布 律 也 可 写成 如 下 表格 的 形式 : 


显然 ,联合 分 布 律 满足 р>0.)-1,,-9 У УЬ = 1. 


一 整数 X 等 可 能 地 在 1,2,3,4 中 取 值 , 另 一 整数 Y 等 可 能 地 在 1— X 中 取 值 ， 
求 (X,Y) 的 联合 分 布 律 . 

X,Y 所 有 可 能 取 的 值 均 为 1,2,3,4. 下 面 计算 P(X=i,Y=j)}. 

显然 , 当 j>i 时 ， 


p(X = ;)= 0; 
而 当 ji 时 ,由 概率 乘法 公式 有 
p= 二 


4 i 
也 可 写成 表格 形式 ， 
Y 
x 1 2 3 4 
1 
1 T 0 0 0 
1 1 
2 8 8 0 0 
: а. 1 i 
5 12 12 12 е 
i i 1 1. 3 
16 16 16 16 


31 二 维 随机 变量 的 联合 分 布 G> 


对 于 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) , 它 的 分 布 函数 也 可 按 下 式 求 得 ; 
Ебу) = У) Хр). 


这 里 ,和 式 是 对 满足 不 等 式 z Сау Су 的 所 有 i,j 求 和 . 
3.1.3 二 维 连续 型 随机 变量 
设 (X,Y) 为 二 维 随机 变量 ,F(x,y) 为 其 联合 分 布 函数 . 如 果 存 在 非 负 函数 
Гау ,使 对 任意 的 实数 xz,y, 都 有 
F(z,y) = ЕЕ каға», (3.3) 


则 称 (X,Y) 为 二 维 连续 型 随机 变量 , f(x,y) 为 (X,Y) 的 联合 概率 密度 ,简称 概率 密度 . 
联合 概率 密度 f(x,y) 具 有 下 列 性 质 : 
(1) fGz:,y)>0. 


(2) Wi = 
(3) 车 G 是 平面 上 某 一 区 域 , 则 有 
P{(X,Y) € G) = реа. (3. 4) 
G 


(4) E f(z,y) 在 点 (x,y) 连 续 , 则 有 
па = f(x,y). 
在 几何 上 z= /xz,y) 表 示 空 间 的 一 个 曲面 ,由 性 质 (2) 知 , 介 于 它 和 +Oy 平面 之 间 的 空 
间 区 域 的 体积 为 1. 由 性 质 (3) 知 ,P{(X,Y)EG} 的 值 等 于 以 G 为 底 \ 以 曲面 z=f(x,y) 为 
顶 的 柱 体 体积 . 
设 二 维 随机 变量 (X,Y) 具 有 概率 密度 
Fay) = a т>0.у>0 
0 其 他 
(1) 确 定 系数 k; (2) 求 分 布 函数 FCz,y);，(3) 求 概率 Р(Ү<Х). 


(1) 由 于 Wi =1, В 


+e (Чо +оо + 1 А 
| | ke t) drdy = ef еза( еУау-ЕХ--ХІіІ----і, 
0 0 0 0 2 2 
因此 可 得 

k= 2. 


(2) 
Г [ае dado, х2 0,у2> 0 
$ $ 


0 


Füesyy = r | Fu dudy = | 
° 0, 其 他 
(Ey т>0.у>0 


F(z,y) = 
Hi М 其 他 
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(3) 将 (X,Y) 看 作 是 平面 上 随机 点 的 坐标 , 即 有 {YX}=={(X,Y)EG}), 其 中 G 为 xOy 
平面 直线 y=+ 下方 部 分 ,如 图 3-3 Жж. 


шн 
pa 


P{Y < X}= РОХ,Ү) € G) = а һууағау 
G 


“кө (“ке 1 
| | 2e 44» drdy = 3: 


0 


3.1.4 两 个 常用 的 分 布 


1. 均匀 分 布 
0 р H Oy 平面 上 的 有 界 区 域 , 其 面积 为 A. 若 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 


(z,y) € D 


1 
fay) = т (3.5) 


о, 其 他 
则 称 (X,Y) 服 从 区 域 D 上 的 二 维 均匀 分 布 . 
若 D, 是 区 域 D 的 子 区 域 ,其 面积 为 A , 则 
P((X,Y) € D.) = [ус удду = Tasa = №. 
可 见 此 概率 与 D, Æ D 内 的 位 置 无 关 , 仅 与 D, 的 面积 有 关 , 这 就 是 均匀 分 布 中 的 “均匀 ”的 含义 . 
2 二 维 正 态 分 布 
若 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 


е 20-4) 


Гоу) = 


210102 /1-р 
оороо, -<<у<--оэ, (3.6) 
其 中 jp озоор, Н о 20,0220, |0|<1, 
ШЖОЫУЛЖАЯЖО рате 的 二 维 正 态 分 
布 . BHX, Y) ~N (pa sph 02 р). 

二 维 正 态 分 布 的 概率 密度 f(x,y) 在 三 维 空间 的 图 
形 好 像 是 一 个 椭圆 切面 的 钟 倒 扣 在 "Оу 平面 上 ,其 中 
DTE Cya sp) 处 ,如 图 3-4 所 示 . 


3.2 边缘 分 布 


有 了 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 ,有 时 仍然 需要 了 解 X,Y 各 自 的 分 布 ,以 及 
(X,Y) 的 联合 分 布 与 X,Y 各 自分 布 之 间 的 关系 . 本 节 讨论 这 个 问题 . 
3.2.1 边缘 分 布 函数 


设 F(z,y) 为 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 函 数 , 则 随机 变量 X 的 分 布 函数 
Fx(z) = P(X < z) = P(X < z,Y <+ œ} = F(z, +оо) 
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称 为 二 维 随机 变量 (X,Y) 关 于 随机 变量 X 的 边缘 分 布 函数 . 
同 理 , 随 机 变量 Y 的 分 布 函数 Fy(y)=F( 二 co,y) , 称 为 二 维 随 机 变量 (X,Y) 关 于 Y 的 
边缘 分 布 函 数 . 


3.2.2 离散 型 随机 变量 的 边缘 分 布 律 


Д 设 二 维 离 散 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 
P(X= 2 Y= у} = фу $g = Ws 
则 (X,Y) 关 于 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


Р(Х = x,) = P(X = zY <+} w і- 1.2.3.2", 
通常 , 称 其 为 (X,Y) 关 于 X 的 边缘 分 布 律 , 记 为 pi. 
b. = Р(Х = x;) = Dp i= 1,2,3, (3.7) 
同 理 ,(X,Y) 关 于 Y 的 边缘 分 布 律 为 
ру = P(Y = уу) = Хм» j= 1,2,3, (3. 8) 


人 们 常常 习惯 于 把 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 和 边缘 分 布 律 用 表格 来 表 
示 , 如 下 所 示 ， 


Y 
x yı У >; b. 
ті pu b: py b 
т Рл Рп Ра b: 
7 ba Ра bi р, 
b.j ра b b.i 


将 边缘 分 布 律 记 在 联合 分 布 律 表 的 边 上 , 既 容易 计算 又 一 目 了 然 ,这 也 是 “边缘 二 字 的 
ПЕ ( 续 3.1 节 例 1) 试 求 (X,Y) 的 边缘 分 布 律 . 


见 下 表 
Y j 
i 1 2 3 4 p 
1 1 
1 + 0 0 0 т 
1 1 1 
2 A T 0 0 Е 
1 1 1 1 
š 12 12 12 ы т 
7 1 i 1 1 1 
16 16 16 1 4 
25 13 T 3 i 
р-з 48 18 18 18 
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袋 中 装 有 2 只 白 球 和 3 只 黑 球 , 现 连续 摸 球 两 次 ,定义 下 列 随机 变量 ， 
Op КАВ р НАЯ 
0 第 一 次 摸 出 黑 球 0 第 二 次 摸 出 黑 球 
分 别 就 有 放 回 撞 球 与 无 放 回 摸 球 两 种 方式 , 求 (X,Y) 的 联合 分 布 律 和 边缘 分 布 律 
(1) 有 放 回 摸 球 情形 
由 试验 的 独立 性 可 得 


P{X=0,Y=0}= Р(Х = 0}P{Y = 0} 5 X 5 


类 似 可 求 出 其 他 的 pi ,最 后 得 (X,Y) 的 联合 分 布 律 和 边缘 分 布 律 , 见 下 表 : 


Y 
x 0 1 p 
3 3 3 2 3 
ы ЕЕ 575% 3 
2. 228, 2-22 2 
1 TXT sx T 
ә 9 ә ә ә 
р.у М = 1 
(2) 无 放 回 摸 球 情形 
由 概率 乘法 公式 可 得 
PIX=0,Y=0) =PI(X=0)PIY=0|X=0) 3 x 1, 


类 似 可 求 出 其 他 的 p; ,最 后 得 (X,Y) 的 联合 分 布 律 和 边缘 分 布 律 , 见 下 表 : 


x 0 1 р 
0 5х2 5х2 £ 
P 5 5 ! 


上 面 两 种 情形 中 X # Y 的 边缘 分 布 律 是 相同 的 ,但 它们 的 联合 分 布 律 却 完 全 不 同 ,由 
此 可 知 , 仅 由 边缘 分 布 律 未 必 能 确定 联合 分 布 律 . 
3.2.3 连续 型 随机 变量 的 边缘 概率 密度 
对 于 连续 型 随机 变量 (X,Y) , 设 它 的 联合 概率 密度 为 f(x,y) ,由 
Fx(z) = F(x, +) = | ШЕШЕГІ 
知 X 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 且 其 概率 密度 为 
ЖЕЗ) = [ласу (3.9) 


称 为 随机 变量 (X,Y) 关 于 X 的 边缘 概率 密度 . 
同 理 , 将 
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ҮЙЕ) -| ‘Fedr (3.10) 


称 为 随机 变量 (X,Y) 关 于 Y 的 边缘 概率 密度 . 
设 二 维 随机 变量 (X,Y) 具 有 概率 密度 


48zy, 0<2<1,а? < y< 2 
f(z,y) = , 其 他 ， 
求 (X,Y) 的 边缘 概率 密度 . 
a 
МЕ Гу ú e> 0 < r< 1 
Ай 0, 其 他 
Е 24(z25 —z!), 0<<x<1 
ü N 其 他 
2 
ло = [ууд [ев и" 
š; 0, 其 他 
_ (40у — 0<y<1 
т i Jü -- 
EE] 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 函数 为 
йені еу ааа 
0. 其 他 
求 (X,Y) 的 边缘 概率 密度 函数 fx), fyo). 
w d 
fx) МЕДЕТ - | PETS ыы 
0, 5<0 
[ате иж" 
0, <0 
ҺО) =| уау = | at ити 
Ы 0 其 他 
_ [2y, 0 <y<1 
` 其 他 
XY ~N u зро ,中叶 ,o), 求 (X,Y) 的 边缘 概率 密度 . 
Тау = ШШЕ НЫР: ТЕДІ ЕГІ ааай, ， 


2roioz V 1] 一 о 


«әу 843% 3ARWKETARAA 


бі 02 


oo 
Ххх) =| fa, y)dy 


1 г 1 [= 28 ШАЛА АЙ өсер x 


— | еж-2| 2-7 s 2 ]а 
20010 /1— 0 “- т š 5 


2rom У1-р7-% 
1-4 1 i 0-2? 
e? e а dv 
„то М20(1— ø) = 
l! «т 1 Ге 
„то М2п(1— ø) = 
2 (Crp)? 
2n ez = АЛЕ ез. 
„20 2а 
可 知 X ~N Ca ,of), 由 对 称 性 可 得 
“ко (ун) 
һә = [ауа = я == = й 
2 


即 Y 一 NG os). 因而 正 态 分 布 NO ,pe sl ,3,p) 的 两 个 边缘 分 布 均 为 一 维 正 态 分 布 ,分 别 
为 Ма) М ,o) ,它们 与 参数 o 无 关 . 


“3.3 二 维 随机 变量 的 条 件 分 布 


在 对 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 讨论 中 ,有 时 需 考虑 其 中 一 个 随机 变量 取 定 某 个 值 时 , 另 一 
个 随机 变量 的 概率 分 布 . 借助 于 随机 事件 的 条 件 概率 的 概念 ,我 们 引入 随机 变量 的 条 件 
分 布 . 


3.3.1 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 


设 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 
PIX = s Y= yy = ру b= 1,2, 

仿照 条 件 概率 的 定义 ,我 们 可 以 很 容易 地 给 出 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 律 . 

设 (X,Y) 是 二 维 离散 型 随机 变量 ,对 于 固定 的 j, 若 P(Y = yj) >0, WEK 
Р(Х = xi,Y = y;) фу . 

Р(Ү = у;) р 
为 在 Y=y; 条 件 下 随机 变量 X 的 条 件 分 布 律 . 

同样 ,对 于 固定 的 i, 若 РОХ = а, ) 20, ДК 
P(X = х,Ү =y} ps I 

Р(Х = x) pF 
为 在 X= x, 条 件 下 随机 变量 Y 的 条 件 分 布 律 . 

有 了 条 件 分 布 律 ,就 可 以 给 出 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 函数 . 


£= 1,2," (3.11) 


ba; = P(X = <i | Y = y;) 


bi = P{Y = y; | X = xi) 
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给 定 Y= y, 条 件 下 X 的 条 件 分 布 函数 为 
F(z|y) =P(X<=z|Y=y)= УЎРХ =n |Y= у) = Xp, (38.13) 


z< z< 


Ж X= =, 条 件 下 Y 的 条 件 分 布 函数 为 
FGl|z)=P(YY<y|X==x)= >PY 一 六 |X=z) = Dpn (3.14 


yy yy 


在 3.2 节 例 2 的 无 放 回 摸 球 情形 中 ,分 别 求 在 条 件 X=0 和 X=1 下 随机 变量 了 
的 条 件 分 布 . 
在 3.2 节 例 2 中 ,已 求 得 (X,Y) 的 联合 分 布 律 及 边缘 分 布 律 为 


Y 
x 0 1 р, 
9 10 10 % 
қ 3 1 2 
10 10 5 
又 由 
3 
РХ = 0,Ү = 0} 10 1 
Р(Ү=0|Х = 0) БҮХ eo 37% 
5 
38: 
PIX = ü0;,Y = 1) 10 1 
1 
p IY= 1] K =0 PIX= 0 3 7’ 
5 


可 得 在 条 件 X=0 下 随机 变量 Y 的 条 件 分 布 律 为 


Y|X=0 0 1 
1 1 
p 2 ұл 
同 理 , 在 条 件 X=1 下 随机 变量 Y 的 条 件 分 布 律 为 
Y|X=1 0 1 
3 1 
P а 4 


从 本 例题 看 出 ,每 个 条 件 分 布 都 从 一 个 侧面 描述 了 一 种 状态 下 的 特定 分 布 . 
3.3.2 连续 型 随机 变量 的 条 件 分 布 


设 二 维 连 续 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 函数 为 fay) ,边缘 概率 密度 为 fx), А Су). 
在 离散 型 随机 变量 场合 ,条 件 分 布 函数 为 PLX 入 zlY=y} ,但 是 ,因为 连续 型 随机 变量 
取 某 个 值 的 概率 为 零 , 即 PIY 一 y} 王 0, 所 以 无 法 用 条 件 概率 直接 计算 РОХ<а|Ү= y). 这 
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时 ,我 们 可 以 将 P{X 和 zlY=y} 看 成 是 h—>0 时 P{X 和 zy 和 Y 和 > 十 由 的 极限 , 即 
Р(Х<т|Ү-у) -ШаР(Х<т |y<Y<y+h) 


іт PIX<z,y<Y < y+h) 
ко P(ySY<y+h) 


Ж 'yth 

EJ f (u,v) dvdu 
yth 

kG | ӨЛДІ 


F НИ f (uv)do |du 
LP frodo 
щу Су) ,jzyy) 在 y 处 连续 时 ,由 积分 中 值 定 理 可 得 


Шэн 
lim 1f уб) = убу, 
һо АЈ 


ЕЕ а 
liml| f u,o)do = flu,y). 
y 


һ-»0 


所 以 


А = _ | flu,y) 
PIX <a lY = y) = | Жаз, 
至 此 ,我 们 可 以 定义 连续 型 随机 变量 的 条 件 分 布 如 下 . 


设 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 ,对 固定 的 y, 若 fy(y) 之 0, 则 称 


M an = ú (и.у) 
Fla | y) 1: RO) du (3.15) 
为 在 Y=y 条 件 下 X 的 条 件 分 布 函数 ， 
— fay) 
fG | y) = FO) (3.16) 


Jf Y= y 条 件 下 X 的 条 件 概率 密度 . 
同 理 , 对 固定 的 zx, 若 fx) >O MEK 


у | Жа, 
Fol»= f AS dv (3. 17) 
为 在 X=x 条 件 下 Y 的 条 件 分 布 函数 ， 
y Efit) 
fly | z) = G (3.18) 


HE X= 条 件 下 Y 的 条 件 概率 密度 . 

设 (X,Y) 服 从 G={(z,y) 1x 十 y* 志 1} 上 的 均匀 分 布 , 试 求 给 定 了 =y 条 件 下 的 
条 件 概率 密度 fly). 

因为 


Рау) ST 


由 此 得 Y 的 边缘 概率 密度 为 
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万 (= 
0; 其 他 
所 以 当 一 1<y<1 时 ,有 
1 
т і 
(тыу) = Tyly «т Vy 
fal = fn = 2 лу 2 Vi—y š 
0. 其 他 
将 у=0 Ж у=0. 5 分 别 代 入 上 式 可 得 (两 个 均匀 分 布 ) 
а 
ләә = |2 . 
о, 其 他 


ў 1у= 0.5) = ü -2<:<2 
о, 其 他 

进一步 有 : 当 一 1<y<1 时 给 定 Y=y 条 件 下 ,X 服从 (一 /1— y, VI 一 交 ) 上 的 均匀 分 布 ; 

同 理 , 当 一 1 过 x 过 1 AE X= 条 件 下 ,Y 服从 (一 V1 一 x? ,M1 一 x*) 上 的 均匀 分 布 . 


3.4 随机 变量 的 独立 性 


随机 变量 的 独立 性 是 概率 论 中 的 一 个 重要 概念 . 借助 于 随机 事件 的 独立 性 ,我 们 引入 随 
机 变量 独立 性 的 概念 . 

若 二 维 随机 变量 (X,Y) 对 于 任意 实数 z,y 都 有 

P(X<=x,Y у) = PIX < x}P{Y <), (3.19) 

则 称 随机 变量 XX 与 Y 是 相互 独立 的 . 

若 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 为 (x,y) ,边缘 分 布 函数 为 Fx(z) 和 Fy Су), MJ Hi 
式 (3.19) 得 随机 变量 XX 与 Y 相互 独 立 等 价 于 对 任意 实数 x,y 都 有 F(x,y) 二 Fx(z)Fy(y). 

当 (X,Y) 是 离散 型 随机 变量 时 ,X 与 Y 相互 独立 的 条 件 等 价 于 对 (X,Y) 的 所 有 可 能 取 
的 数 偶 (zi,y ), 有 

Р{Х = х,Ү = y} = Р(Х = x:}P{Y = y}, В ру = b.b.;. 
当 (X,Y) 是 连续 型 随机 变量 时 ,X 与 了 相互 独立 的 条 件 等 价 于 
fixy) = fx) fro), 

其 中 f(z,y) 和 fx(zx),fy(y) 分 别 为 (X,Y) 的 联合 概率 密度 和 边缘 概率 密度 . 

在 随机 变量 X 与 Y 相 互 独立 的 情况 下 , (X,Y) 的 联合 分 布 与 边缘 分 布 可 以 相互 
确定 . 

可 以 证 明 , 若 XX 与 Y 相 互 独立 , 则 f(X) 和 g(Y) 也 相互 独立 . 

在 3.2 节 例 2 中 ,有 放 回 摸 球 情形 ,由 于 对 任意 的 i,; A pi = bi. pj FAX 
Y 是 相互 独立 的 .无 放 回 摸 球 情形 ,由 于 
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P{X=0,Y=0} X — Z = Х P{X =0)P(Y = 0), 


所 以 X 与 了 不 是 相互 独立 的 . 
设 两 个 独立 的 随机 变量 X 5 Y 的 分 布 律 为 


X 1 3 
bx 0.3 0.7 
Y 2 4 
py 0.6 0.4 


求 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 . 
因为 X 与 Y 是 相互 独立 的 ,所 以 对 于 任意 的 i,j, 有 
PIX = 2,,Ү = y;) = Р(Х = а;}Р(Ү = y;). 


e, 
Р(Х = 1, = 2) = Р(Х = 1Р(Ү = 2) = 0.30.6 = 0.18, 
Р(Х = Y = 4} = РХ = РҮ = 4) = 0.3 Х0.4 = 0.12, 
Р(Х = 3,Y = 2) = Р(Х = 3}P{Y = 2} = 0.7 X 0.6 = 0.42, 
РХ = 3, = 4} = Р(Х = 3}Р(Ү = 4} = 0.70.4 = 0. 28. 
因此 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 
x 2 4 
1 0.18 0.12 
3 0.42 0.28 


在 3.2 节 例 3 中 判断 X,Y 是 否 相互 独立 . 


由 3.2 节 例 3 知 


f(a) 24l 17), 0<z<1 
z) = . 
e= Ë 


其 他 

20у — у), 0<у<1 

Же |Б y 
ТЖ | 其 他 


因为 fx(z)fy(y) 取 f(z,y), 所 以 X 与 Y 不 相互 独立 . 
HX Y) ~N Cu me ,中 ,p), 试 证 明 久 与 Y 相 互 独立 的 充 要 条 件 是 p==0. 
充分 性 : # 0, Н 3.2 节 例 4 知 ,对 任意 实数 xz,y, 有 
(х,у) = fx) froy). 
所 以 X 与 了 相互 独立 . 
必要 性 : 设 X 与 相互 独立 , 则 对 任意 的 实数 zx,y, 都 有 
f(x,y) = fx(z)fy(y); 
HJ 


34 Hk k3 62 СА 
A 


1 1 (nm 2 АЕА ) отв)? ] 
2 


— нду 4 Бк) % 
2п010 М1— р’ 


2 2 
а-а (y-mo) 
1 ПАРЫ! ] 
. 


ара та — 00 < z <+ °°, — оо < y <+ es. 


----е 
21616% 


显然 , 当 х= ш YT 时 上 式 仍 成 立 , 代 入 得 
1 1 


2romo V1 一 矿 2rom ` 


由 此 得 o= 0. 

以 上 关于 二 维 随机 变量 的 一 些 概念 很 容易 推广 到 维 随机 变量 的 情况 . 

1) 分 布 函 数 

п 维 随机 变量 (Xi ,XX,,… ,XX, ) 的 分 布 函数 

F(ay, zs 92a) = Р(Х < а: < zr ss, X, < z,), 

其 中 ау ,x ，,… ,zx, 为 任意 实数 . 

2) 概率 密度 函数 

若 存在 非 负 函数 f(z ,zs еңел, ,使 对 于 任意 实数 mi оло оол, 有 


F(ziza zi) = р г -f бам оло) базах, 


则 称 fx “27% 为 (Xi Хо, ХОВ ВЕ RRL 

3) 边缘 分 布 函 数 

Fx Ge) --Е (а, ost oo 
称 为 n 维 随机 变量 (Xi ,X: ,…,X,) 关 于 X, 的 边缘 分 布 函数 ， 
Е ох, Столе) = F(a s2, оо, H00) 

К п 维 随机 变量 (Xi X... X. (X i X, 092 РА. 

其 他 以 此 类 推 . 

4) 边缘 概率 密度 函数 

若 f(zisxs，…,X,) 是 (Xi ,Xs，…，,X,) 的 概率 密度 , 则 (Xi,X,，…,X,) 关 于 Xi、 关于 
СХ, ,Xs) 的 边缘 概率 密度 分 别 为 


+ (“ке со 
fx (a) = j: |: -f f ay s mz *** z,)dz; dz, °° dz, s 


ке оо 
Жох, (тола) = WI ID sT2 s *** >, )dz,dzx, ° dz,. 


同 理 可 得 (Xi ,Xs ,…,X,) 的 (1 二 k 过 n) 维 边缘 概率 密度 . 

5) 相互 独立 性 

若 对 于 所 有 的 x оло оо, A 

F(z s223 32n) = Fy, (x1)Fx, (za)…Fx (x,), 

则 称 Х.Х, X, 是 相互 独立 的 . 

若 对 于 所 有 的 іа ое о утуону, 有 

F(2 6 2z2 "°° Z, 931 sh ya) = Е.(тітстэлт, ДЕ, (уу 79,0» 

其 中 Е.Е. ЕЛЕК (Ху, X290 Xn) s (ҮҮ ҮСХ. Xs, X,Y , 
Y,，,… ,Y, ) 的 分 布 函数 , 则 称 随机 变量 (Xi ,Xs ,…,Xw) 与 (Yi ,Ys,…,Y,) 相 互 独立 . 
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进一步 有 : (XI. X... ,XX ) 和 (Yi ,Ys,…,Y,) 相 互 独立 , 则 Х,(і-1,2,--.т)І 
Yj;(j 二 1,2,…,n) 相 互 独立 . LE hsg 是 连续 函数 , 则 hh(Xi Xatt Xn) M gY Үз.) 
相互 独立 . 


3.5 二 维 随机 变量 的 函数 的 分 布 
在 第 2 章 中 我 们 已 经 讨论 过 一 维 随机 变量 的 函数 的 分 布 , 本 节 讨论 二 维 随机 变量 的 函 
жі. 


3.5.1 二 维 离 散 型 随机 变量 的 函数 的 分 布 


设 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 
Р(Х = tY =y} = фу, бј = 1,2,9, 
则 函数 Z=g(X,Y) 是 一 维 离散 型 随机 变量 . 设 Z=g(X,Y) 的 所 有 不 同 的 取 值 为 x ,x ，…， 
zz s M Z 一 5(CX,Y) 的 分 布 律 为 


Р2-а)- У) ру, 8-1,2. (3.20) 
вару), 
СЮ 设 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 
x = 1 2 
Ži 5 2 6 


Ж. (0А =X+Y 的 分 布 律 ; (2)Z, 二 max {X,Y} 的 分 布 律 . 
D 将 (X,Y) 及 各 个 函数 的 取 值 对 应 列 于 同一 表 中 : 


5 2 6 3 3 1 


P 20 20 20 20 20 20 
(X.Y) C-1,—1 ERD (—1,2) (2,—1) (2,1) (2,2) 
Z1=X+Y << 0 1 1 3 4 
2. = тах{Х,Ү) і. Ц 2 2 2 2 


合并 整理 后 可 得 
Z,=X+Y | 一 2 0 1 3 4 
5 2 9 3 1 
P 20 20 20 20 20 
27. = тах{Х.Ү! | =p 1 2 


P | 20 20 20 
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3.5.2 二 维 连续 型 随机 变量 的 函数 的 分 布 


1. Z X+ YADA 
设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 密度 函数 为 f(x,y), 则 Z==X 十 Y 的 分 布 函数 


Fz(z) =P(Z< z} = PIX+Y < z} = І f z,y)drdy 


Қ. 
[ура =| ШЕСІ 
由 此 可 得 Z 的 概率 密度 为 
= ае) = [a= sd 
利用 X 和 YY 的 对 称 性 ,可 得 


fz (z) 09 |Ë JG, s= х). 


特别 地 , 当 X 与 了 相互 独立 时 ,有 
LO =| FG feo = | CG ae, 


其 中 fx(zx) 和 fy(y) 分 别 为 X 和 YY 的 边缘 概率 密度 . 
式 (3.23) 又 称 为 卷 积 公式 ,并 记 为 fz(z)= fx * fy. 
设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 函数 为 
24y(1—z), 0<<xz<1,0<y<= 
(х,у) = ， 
N 其 他 
求 Z= X+Y 的 概率 密度 函数 f, (>). 


Ро = É faz- rdr, h f(z,y) 1 far,z— zr) Z 0 


ина ата 见 图 3-5 
0<:-т<т 
于 是 
0， 2<0 图 з 
[aaa az, 0<z<1 
AORE 
1006—0004, 1<z<2 
0, 222 
82—20, 0<:<1 
= 4203-92 122—4, 15:<2. 
0, 其 他 


(3.21) 


(3.22) 


(3.23) 


 Х--М(0,1),Ү--М(0,0,Н X 5 YH jË p R Z= X+Y 的 概率 


密度 . 
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由 卷 积 公式 ,得 
IL в 


fz (z) -| ~ ds gz=z)d = z Í ете 
Ше 2rJ-- 


shet f есе dr. 


Q =r 


_ (02 
€ а), 


-5 
4 


E A teo" 1 1 
rosz п JAXA 
即 Z~N(0,2). 

一 般 地 , 设 X,Y 相互 独立 , 且 X~NGaa),Y~Noe 505) W Z= X+Y 仍然 服从 正 态 
分 布 , 且 有 Z—N(a Tu ot Бод). 

更 一 般 地 , 设 Х.Х, X, 相互 独立 , 目 X;~~NCpis@) ,i 二 1,2,…,n, 则 对 于 任意 不 
全 为 零 的 常数 ci осоо A 


Vex, ~ N( Э Ум ) 
i=1 іті ігі 


2. Z= max [XY], Z= піпіХҮІ МІ 2 
设 X,Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,它们 的 分 布 函数 分 别 为 Fx (zx),Fy(y). 现在 来 求 
Z, 与 Z 的 分 布 函数 . 
对 于 任意 实数 z, h F(Z Kz) ={X<z, 
Fæ) = PIZ, < ғ) = PIX <x,Y< xi = PIX < z PIY < ғ), 
即 有 
Е. (z) = Fx(z)Fy(z). (3.24) 
类 似 地 ,可 得 Z, 的 分 布 函数 为 
Fun(z)= Р(2, < z) = 三 1 一 P(Z > z) 
一半 一 是 (大 2 二 
-1-П-Р(Х<агМП-Р(Ү<:2)1 
-1-П-Е/(1П- Fy(z)], 
ШІ 
Е. (2) = 1—[1— Fx(z)][1 — Fy(z)]. (3.25) 
以 上 结果 可 推广 到 任意 个 相互 独立 的 随机 变量 的 情况 . 
设 XI. X... X, 是 n 个 相互 独立 的 随机 变量 ,它们 的 分 布 函 数 分别 为 Fx Ca), 
Еу, Са). Fx (z,),MJ Z =max[ X, , X, ,…, 义 ,) 的 分 布 函 数 为 


F... (z) = Ех Cz) Pr (2): Ех, (2), (3.26) 
Zi 一 min{X1 ,Xs，…,X,} 的 分 布 函数 为 
F..(z2) 一 1 一 [1 miy (z)J[1 = (z)]…[1 一 Fx (2)]. (3; 27) 


特别 地 , 当 Х.Х. е. Xn 相互 独立 是 具有 相同 的 分 布 函数 F(z) 时 ,有 
Fas (z) = [F(z)】， (3.28) 


35 二 维 随 机 变量 的 函数 的 分 Gb 
F. (2) = 1—[1—F(z)]". (3.29) 
设 系统 工 由 两 个 独立 工作 的 电子 原件 LL 连接 而 成 . 连接 的 方式 分 别 
为 : (1) 串 联 ;(2) 并 联 ( 见 图 3-6). LiL: 的 寿命 分 别 为 X,Y, 已 知 它们 的 概率 密度 
分 别 为 


һе) бе%%, то>0 аға eh, у>0 
габа , FRYE 


0, 250 0, ,<9” 
其 中 0,2>0.0, 过 0. 试 分 别 就 以 上 两 种 连接 方式 求 系统 的 寿命 Z 的 概率 密度 . 


+ 
i Li 
а Ё 
L, 
(a) (b) 
图 3-6 


(1) 串联 的 情况 


H TL: ,Ls 中 有 一 个 损坏 时 ,系统 工 就 停止 工作 ,因而 系统 工 的 寿命 
Z = min([ X,Y). 
由 题 设 ,X,Y 的 分 布 函数 分 别 为 


1-е%, т 


0 =e, у>0 
Pj= y PO) -| 


,<0 
于 是 Z=min{X,Y} 的 分 布 函数 为 


— Ho, 


Fu == [i= Fui лә | 
0, 


z<0 
Z=min{ X.Y) ИИ АЕ BE 


Же (0 H, >0 
-of 


450 
(2) 并 联 的 情况 
H F Li ,L; 都 损坏 时 系统 工 才 停止 工作 ,所 以 工 的 寿命 Z 为 


Z = тах(Х,Ү). 
于 是 2= пах( X.Y) WA ARO 


(1—е79*)(1—е7%*), = 20 
Е, (2) = Ех (х) Еу(х) = ў 
0, z<0 
Z=max[ X,Y) ИН ЕУ 
0,е%5--0,е%-(0,--0,645%%) +> 0 


fas (z) = | 
0, 
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小 结 


本 章 主 要 介绍 了 二 维 随机 变量 及 其 概率 分 布 ,主要 内 容 有 : 二 维 随机 变量 及 其 联合 分 
布 函数 ,二 维 离散 型 随机 变量 的 联合 分 布 律 ,边缘 分 布 律 ,条件 概 率 分 布 ,二 维 连续 型 随机 变 
量 的 联合 概率 密度 函数 ,边缘 概率 密度 函数 ,条 件 概率 密度 函数 ,随机 变量 的 独立 性 ,两 个 随 
机 变量 之 和 的 分 布 ,两 个 独立 随机 变量 最 大 值 .最 小 值 的 分 布 . 

基本 要 求 : 

(1) 熟练 掌握 二 维 随机 变量 及 其 联合 分 布 函 数 , 二 维 离散 型 随机 变量 的 联合 分 布 律 , 边 
缘分 布 律 , 二 维 连续 型 随机 变量 的 联合 概率 密度 函数 ,边缘 概率 密度 函数 ,随机 变量 的 独立 

(2) 会 利用 联合 分 布 函数 求 联合 概率 密度 函数 ,利用 联合 概率 密度 函数 求 联合 分 布 函 
数 ,会 求 边缘 分 布 函 数 , 熟 练 掌握 求 边缘 概率 密度 函数 或 边缘 分 布 律 的 方法 ,会 求 二 维 连续 
型 随机 变量 之 和 的 概率 密度 函数 ,会 求 两 个 独立 随机 变量 最 大 值 最 小 值 的 分 布 . 

重点 : 二 维 随机 变量 的 概念 ,联合 分 布 函 数 , 联 合 分 布 律 ,联合 概率 密度 函数 ,边缘 分 布 
函数 ,边缘 分 布 律 , 边 缘 概率 密 度 函 数 ,随机 变量 的 独立 性 . 

难点 : 已 知 联合 概率 密度 函数 求 联合 分 布 函 数 ,边缘 概率 密度 函数 ,Z 二 XX 十 Y 的 概率 


密度 函数 . 
本 章 知识 结构 : 
二 维 随机 变量 及 其 分 布 
联合 分 布 函 数 
离散 型 


分 布 律 、 分 布 函数 | | 边缘 分 布 律 | | 条 件 分 布 律 | | 独立 条 件 | | УІН ЯН 


连续 型 


概念 与 性 质 边缘 概率 密度 | | 条 件 概率 密度 | | 独立 条 件 AX VAIA A 


F(z,y)=P(X<xz,Y<y) 


рине ЕН! 


1. 某 盒 中 有 形状 相同 的 a 个 白 球 和 4 个 黑 球 ,每 次 从 中 任 选 一 球 , 共 取 两 次 , 设 X K 
Y 分 别 表示 第 一 次 及 第 二 次 取出 的 黑 球 数 . 分 别 就 (1) 放 回 抽样 (2) 不 放 回 抽样 两 种 情况 , 求 


联 
人 
分 性 质 : 0<F(z y) 和 1,F( 一 co, 一 co) 一 0,F(Hco,+co)=1 
布 Е(т,-со)-0-Е(-об,у) Fle, y) KF x, y 单调 不 减 , 右 连续 函数 .对 固定 z， 
5 ӘУЕ 
Ріт<Х<л, у<Ү<у,)-Ес(т;.у/)-Е(т.у)-Ес(т;,у)--Е(ті,у,)220 
ЖИЕ. Р(Х = xY = у) = bii = 1,2,6, j= 1,2,6 
ГА >о, УУ =1 
分 布 函数 : F(z,y) = У) У) 
b. =PIX= =) = Y1p, 
ұ MAIR: Й 
型 b. = PY=y)= Хы 
P(X= x, IY=x)= Ë, i=1,2, 
条 件 分 布 律 : ы 
PY =y |X=z})= Ë, j=1,2, 
р. 
独立 条 件 : X,Y 独立 ӨР, = barby i=l, j= 1,2, 
Е(х,у) = |: | fundaudo, (r>) > 0, Г Ж f(z,y)dzdy=1 
= =f(z,y),P((X, Y) € D) -ea 
其 中 F(z,y) 为 联合 分 布 函数 ,1Cz,y) 为 联合 概率 密度 函数 
РЯ 边缘 概率 密度 һәә-| f(z,y)dy, fry) -| f(xy dr 
A E и 
条 件 概率 密度 , f(z | 3) = ER 为 Y = y F X 的 条 件 密度 
_ Јоу) =,F 4 
fO | z) = AG H X = = F Y 的 条 件 密度 
独立 条 件 : XY W S f(z,y) = fx(z) fy(y) 几乎 处 处 成 立 
ñ Z= ХАҮА S = | faz- az 
Ж - 00) = 7 ажет; 
2 
Ж X,Y 独 立 ,max{X,Y} 及 min{X,Y} 的 分 布 


J 题 3 


二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 . 


ыр 83% 3AWWKEISAKAA 
2. 将 一 枚 均匀 的 硬币 抛掷 3 次, 设 X 为 З 次 抛掷 中 正面 出 现 的 次 数 ,Y 为 反面 出 现 的 
次 数 , 求 (X,Y) 的 联合 分 布 律 . 
3. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 函数 为 


F(x,y) = (A + Barctan z)(A + Barctan y) Ë ++ — Barctan z) (A — Barctan >]. 


Ж. (1) 常 数 A,B; (2)P{X<0,Y<0}. 
4. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
Kape 人 ДУ 
` 0, 其 他 
Ж. (1) HŽ k; 
(2) (X,Y) 的 联合 分 布 函数 F(z,y); 
(3) P кр). 


5. 已 知 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
kriy, 0<:<у<і1 
fa, y) = L. 其 他 š 
Ж. (1) 常 数 k; (2)P{X 十 Y<1}. 
6. 设 某 仪器 由 两 个 部 件 构成 ,X 与 Y 分 别 是 这 两 个 部 件 的 寿命 ( 千 小 时 ). 已 知 (X,Y) 
的 联合 分 布 函 数 为 
TENNE я 67958 — 67059 6700060, т>0,у> і 
` 其 他 
Ж. (1) ЛЯ Fy), Fy); 
(2) 联合 概率 密度 f(z,y) 及 边缘 密度 fx), fy); 
(3) 两 部 件 寿命 均 超过 100 h 的 概率 . 
7. Исан Y) 的 可 能 取 值 为 (0,0),( 一 1,1),( 一 1,2),(1,0), 且 取 这 


些 值 的 概率 依次 为 二 ,2 т Ll, 5, POR X 5 Y & H ЮЛ ЖІ. 


8. аяған 


т 
3 
x 1 2 
i 1 1 1 
12 12 12 
1 
= 12 12 ° 
1 
3 44 z 0 
， № i 1 
12 12 12 


R: (1) X 和 YY 的 边缘 分 布 律 ; 
O) 在 X=4 F Y 的 条 件 分 布 律 和 Y 二 3 F X 的 分 布 律 . 
9. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 


е 1, |y|<<x,0<<x<1 
re 人 其 他 , 
求 条 件 概率 密度 fly). 
5yt, 0<у<1 _. 、 
10. 已 知 随机 变量 Y 的 概率 密度 为 (>) 一 kh. ХТУ 的 条 件 要 
率 密度 为 
За, 0<х<у 
re š 
о, ”其 他 
Ж P{X>0.5). 
11. 已 知 随机 变量 X 和 Y 的 概率 分 布 律 为 
X | = 0 1 y | 0 1 
1 1 1 1 
ік | 1 z T ы | 2 Е 
H P(XY=0)=1. 


(1) 求 (X,Y) 的 联合 分 布 律 ; 

(2) X 与 Y 是否 独 立 ? 并 说 明理 由 . 

12. 已 知 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
f(z,y) Е |. тр hy > 

0, 其 他 

(1) 求 边缘 概率 密度 fx (zx) ,fy(y); 

(2) X 5 Y 是否 相互 独立 ? 

13. 已 知 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 


Aysinz, 0<:<%20<у<: 


0. 其 他 


f(r'y) = 


(1) ЖА; 

(2) 求 边缘 概率 密度 fxCz) ,Pr(y); 

G) XX 与 Y 是 否 独 立 ? 

14. 2 X MY 是 相互 独立 的 随机 变量 ,X 具有 概率 分 布 律 


Y 具有 概率 分 布 律 


WR: (1)(X,Y) 的 联合 分 布 律 ; (2)P{X 十 Y<4). 
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15. 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


! | 


X x yz Уз 
1 
21 а % 7 
1 1 
Tz F В Есі 


# X 5 Y HIH hyr ЖЖ apy 的 值 . 

16. 设 X 和 立 是 相互 独立 的 随机 变量 ,X 在 区 间 (0,1) 上 服从 均匀 分 布 ,Y 服从 参数 为 
0.5 的 指数 分 布 . 

(1) 求 (X,Y) 的 联合 概率 密度 ; 

D OR a 的 二 次 方程 a 十 2Xa 十 Y= 二 0 有 实 根 的 概率 . 

17. 随机 变量 X 与 立 相 互 独立 ,有 相同 的 分 布 律 


x | -1 0 1 
h | 0.3 0.2 0.5 
试 求 下 列 函 数 的 分 布 律 ， 
(1) Z= Х+Ү; 
(2) W=sin СУ, 


(3) M=max(X,Y); 
(4) N=min{X,Y}. 
18. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 


m z>0,y>0 
х,у) = қ 
0, 其 他 


(1) X 和 YY 是 否 相互 独立 ? 
(2) 求 Z=X 十 Y 的 概率 密度 . 
19. 设 随 机 变量 X 在 区 间 (0,1) 服 从 均匀 分 布 ,随机 变量 Y 具有 概率 密度 
3у. 0<у<1 
Або) = N 其 他 
E X,Y 相互 独立 . 求 ， 
(1) Z 王 max{(X,Y)} 的 分 布 函数 和 概率 密度 ， 
(2) P| 3<z<4} 
(3) R Z=X+Y 的 概率 密度 . 
20. 一 工厂 的 工人 完成 某 项 任务 所 需 的 时 间 ( 以 h 计 )X 是 一 个 随机 变量 , 它 具 有 概率 密度 
全 
(х) = ; 
/ 4 其 他 
其 中 0>>0 是 一 常数 (表示 完成 任务 的 最 小 时 间 ). 自 这 一 工厂 中 随机 地 选 出 个 工人 ,分 别 
以 Xi X... X, 记 这 个 工人 完成 任务 所 需 的 时 间 , 设 X,X,,…,X, 相互 独立 . 求 Z= 
min{ Х.Х, Х, 的 概率 密度 . 


21. 设 X,Y 是 相互 独立 的 随机 变量 ,它们 都 服从 正 态 分 布 N (0, сг). 试 证 随机 变 
量 Z 一 VX 十 六 具有 概率 密度 


ра а? 
R= Z° ° 220 
z(z) = š 
0, 其 他 


我 们 称 Z 服从 参数 为 c(c>0) 的 瑞 利 (Rayleigh) 分 布 . 
补充 与 提高 


22. 已 知 5 个 元 件 中 有 两 个 是 失效 的 , 现 进行 检测 ,每 次 随机 地 从 未 检测 的 元 件 中 取 
出 一 个 进行 检测 ,直到 失效 的 都 查 出 来 为 止 . 记 X 表示 第 一 个 失效 元 件 被 检测 出 来 时 的 
检测 次 数 , 记 Y 表示 其 后 直到 第 二 个 失效 元 件 被 检测 出 来 时 的 附加 次 数 . 求 X 和 YY 的 联 
合 分 布 律 . 

23. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
1, 0<:<1,0<у<7г 
о, 其 他 
R: (1) (X,Y) 的 边缘 概率 密度 fx), fyo); 

(2) Z=2X—Y 的 概率 密度 fz). 

24. 设 随 机 变量 X 在 区 间 (0,1) 上 服从 均匀 分 布 , 在 X=z(0<z<1) 的 条 件 下 ,随机 变 
量 Y 在 区 间 (0,x) 上 服从 均匀 分 布 . 求 : 

(1) (X,Y) 的 联合 概率 密度 ; 

(2) Y 的 概率 密度 ; 

(3) РІХ-ҒҮ>1). 

25. 设 随机 变量 XX 与 Y 相互 独立 ,其 概率 密度 分 别 为 


| | 
fee = | 人 和 ло = | 


Р(х,у) = 


e” у>0 
0, 其 他 0, у<0 
求 随机 变量 Z=2X4+Y 的 概率 密度 . 
26. 设 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
ее»; x—>0,y2> 0 
f(z,y) = | , 


0. 其 他 
求 Z=|X 一 Y| 的 概率 密度 . 
27. 设 随 机 变量 X AY 同 分 布 ,其 概率 密度 为 


Zi ë 0<2<2 
£) = . 
0. 其 他 


已 知事 件 Л (Х>а Е B={Y 之 o} 相 互 独立 , 且 PAUD=Ž REM a. 


28, 设 X,Y 是 两 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,分 别 表示 两 个 电子 元 件 的 寿命 (单位 : bh)， 
1000 

其 概率 密度 为 ra=] 之 ， 
0, т5<1000 


өші, НЕЕ. 
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29. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
(х,у) = пе а 十 sin zsin у), 一 co < х,у <+ оо, 
试 证 ; X MY 皆 服 从 N(0,1) 分 布 . 


30. (二 项 分 布 的 可 加 性 ) 设 随机 变量 XX~B(n,p),Y~Blm,p), 且 义 与 Y 相互 独 立 . 试 证 : 
Х+Ү ~ В(п+т,р). 


(вя, паж; [; ("= ;)) 


31. О НА НЫ X~ PA), Y~ PO), HX 与 了 相互 独立 . 试 证 ， 
X+HY~P 十: ). 


%4% 
随机 变量 的 数字 特征 


从 前 面 的 讨论 知道 ,随机 变量 的 分 布 函数 (分 布 律 或 概率 密度 ) 可 完整 地 描述 随机 变量 
的 概率 分 布 情况 ,然而 在 许多 实际 问题 中 有 时 并 不 需要 去 全 面 描述 随机 变量 ,只 要 了 解 随机 
变量 的 某 些 特征 即 可 . 例如 ,分 析 某 班 某 门 课程 的 考试 成 绩 ,主要 看 该 班 学 生 的 平均 成 绩 ， 
以 及 每 位 学 生 的 成 绩 与 平均 成 绩 的 偏离 程度 .这 种 “平均 成 绩 ”"“ 偏 离 程度 ”虽然 不 是 对 考 
试 成 绩 这 个 随机 变量 的 完整 描述 ,但 已 反映 出 随机 变量 在 某 些 方面 的 重要 特征 ,它们 在 理论 
和 实践 上 都 具有 重要 意义 . 我们 把 描述 随机 变量 某 些 特征 的 数字 称 为 随机 变量 的 数字 特征 . 
本 童 将 介绍 几 个 常用 的 数字 特征 : 数学 期 望 . 方 差 . 协 方差 .相关 系数 及 甜 . 


4.1 数学 期 望 


4.1.1 数学 期 望 的 概念 


在 实际 工作 中 ,人 们 常常 使 用 “平均 值 ” 这 个 概念 . 例如 ,为 考察 一 批 钢 筋 的 平均 抗 拉 强 
度 , 现 从 中 抽取 10 根 , 测 得 抗 拉 强度 如 下 : 


抗 拉 强 度 x, | 110 120 125 130 135 140 
ЖЖ», | 1 2 3 2 1 1 
则 它们 的 平均 抗 拉 强 度 为 
6 
у) тт; в 
ісі = ЕЕ. 
n = > ks; n 
_10х1+120х24+125 х3+130 х2 +135 х1+140 х1 
10 


1 
10 


1 2 3 2/2 1 
110 X то 120 X ту + 125 Хт + 1380 X т +135 X т + 140 X 
= 126. 


式 中 = Dynati 是 事件 “ 抗 拉 强 度 为 z,” 的 频率 ,车 记 作 f;, 则 平均 抗 拉 强 度 可 表示 为 
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如 果 另 外 再 抽验 10 根 钢 筋 ,那么 又 可 得 到 一 组 不 同 的 频率 ,相应 地 ,也 就 又 可 得 到 另 一 
个 平均 抗 拉 强 度 . 每 做 一 次 这 样 的 试验 ,就 可 得 到 一 个 平均 抗 拉 强度 . 那么 这 批 钢筋 的 平均 
抗 拉 强度 到 底 是 多 少 呢 ? 

由 频率 与 概率 的 关系 可 知 ,在 求 平均 值 时 ,用 概率 p; 去 代替 上 述 和 式 中 的 频率 f; ,这样 
得 到 的 平均 值 才 是 理论 上 的 (也 是 真正 意义 上 的 ) 平 均值 , 它 不 会 随 试验 的 变化 而 变化 . 这 种 
平均 值 , 称 为 随机 变量 的 数学 期 望 . 其 严格 的 数学 定义 如 下 . 

设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 

PIX=x)= р В 1,2,5, 


若 级 数 Ур, а,в У) |z, |b TEEL У) аара 的 和 为 随机 变量 X 的 数学 
期 望 , 记 作 EC(X), 即 


E(X) = Dzips. (4.1) 


ЖӘН Уот 不 绝对 收敛, 则 称 随 机 变量 X 的 数学 期 望 不 存在 . 


若 X 为 连续 型 随机 变量 ,其 密度 函数 为 fF(z), 则 X 落 入 (zeyz 十 dz) 内 的 概率 可 近似 
地 表示 为 fdr. 它 与 离散 型 随机 变量 的 p, 类 似 , 下 面 给 出 定义 ， 


设 连续 型 随机 变量 X 的 密度 函数 为 Ро ,着 积分 | zf (dr 绝对 收敛, 即 


[E lal Ade Ва В afde 的 值 为 随机 变量 X 的 数学 期 望 , 记 作 ЕС. р 
EW = | xf (de. (4.2) 
若 积分 | af ode 不 绝对 收 伍 , 则 称 随机 变量 X 的 数学 期 望 不 存在 . 
数学 期 望 简称 为 期 望 或 均 信 , 在 不 到 泥 汪 的 情况 下 也 可 记 为 EX. 
随机 变量 X 的 数学 期 望 ECX) 是 一 个 常量, 它 是 从 概率 的 角度 来 计算 随机 变量 所 有 
可 能 取 值 的 平均 值 ,具有 重要 的 统计 意义 
设 甲乙 二 人 打靶 的 得 分 分 别 为 随机 变量 Х.Х, ,其 分 布 律 如 下 ， 


x | ° 1 2 x | 。 1 2 


bx, | 0.3 0.45 0.25 Px, | 0.15 0.8 0.05 


Жа 0 分 ,5 环 以 下 为 1 分 ,6 环 以 上 为 2 分 . 问 谁 的 水 平 略 高 一 筹 . 
E(X,) =0X0.3+1X0.45+2X0.25 = 0.95, 
E(X,) = 0X0.15+1X0.8+2X 0.05 = 0.9. 
可 知 , 甲 得 分 的 均值 比 乙 略 高 ,显然 这 只 是 “期望 "得 分 . 
ЕЕ 设 随机 变量 X 的 取 值 一 (一 D* 2 spa Р(Х-а,) 


的 数学 期 望 是 否 存在 . 


1 Кен 
әгі 1,2, ,PH0 X 


В s#lzo = Устен У) |a |p= У 二 是 不 存在 的 , 因 
k k 
此 X 的 数学 期 望 不 存在 . 


Ts, 0<:<1 
设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 mo- 1 和 xz<2, 求 E(X). 
0, 其 他 


EW = [соаг 


9 1 2 +оо 
-| zxodz 十 | zzdz+| 20-04] x X 04х 
со 0 1 : 
1 3 2 
ЕСЕН. 1 8 1 
ыс a s+ 3 ( sj 


设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 F(z) 一 二 ,一 co<z< 十 co (X 服从 柯 西 分 

布 ), 试 证 ECX) 不 存在 . 
те ы wi | =£ ME Sas) т і Wa z£ і 
ШЕШЕГІ [et pr Er 由 于 | жау” 


= ъа | = = 不 存在 ,从 而 | ”| x | fde 也 不 存在 , 所 以 ECX) 不 存在 . 


4.1.2 随机 变量 函数 的 数学 期 望 


在 实际 问题 中 常常 需要 求 出 随机 变量 函数 的 数学 期 望 .例如 企业 在 作 决 策 时 ,总 是 考 
虑 平均 利润 , 即 利润 的 数学 期 望 ,而 利润 了 是 销售 额 X 的 函数 Y=g(X) ,销售 额 X 是 随机 
变量 . 这 时 ,我 们 可 以 不 必 求 Y 的 分 布 而 直接 由 X МЖ ЕСУ). 下 面 的 定理 说 明了 这 


А. 


设 Y 是 随机 变量 X 的 函数 ,Y 一 g(X),g 是 连续 函数 . 
(1) 设 X 是 离散 型 随机 变量 , 它 的 分 布 律 为 P{X=z4) = рь ,k==1,2,…, 若 >) g(x) pa 
k=1 


绝对 收敛, 即 》 | g(x) | p (kR, WJ 


EY) = E[g(X)] = У) gla) pr. (4.3) 


k=1 


(2) 设 X 是 连续 型 随机 变量 , 它 的 概率 密度 为 fcz), 若 | g(z) f(z)dz жан. B 
ГЕ | g(x) | РС) ах 收敛 , 则 


Е(Ү) = E[g(X)] = [колог (4.4) 


此 定理 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 ,从 略 . 
定理 4.1 还 可 以 推广 到 含有 两 个 或 两 个 以 上 随机 变量 的 函数 的 情况 ,这 里 我 们 给 出 二 
维 随机 变量 的 函数 Z==g(X,Y) 的 情况 . 
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设 Z 是 随机 变量 X,Y 的 函数 ,Z 二 g(X,Y) ,g 为 连续 函数 , 则 Z 是 一 维 随 
机 变量 . 
(1) 车 (X,Y) 是 离散 型 随机 变量 , 它 的 联合 分 布 律 为 
PX = 2 Y =) = m= 


ДІ 
E(Z) = E[g(X,Y)] = У) У) абу). (4.5) 
i=l ј=1 


这 里 , 设 上 式 右 端 的 级 数 绝对 收敛 . 
(2) 车 (X,Y) 是 连续 型 随机 变量 , 它 的 概率 密度 为 f(z,y) , 则 
E(Z) = E[g(X,Y)] = Wi (4.6) 
这 里 , 设 上 式 右 端的 积分 绝对 收敛 . 
设 随机 变量 X 的 分 布 律 如 下 : 


Ж. E(X), E(X?) ,EGX? +5). 
ЕЙ ЕСО--2Х0.4--0Х0.3--2Х0.3--0.2. 
E(X’) = (— 2) х0.4+0 X0.3+22 Х0.3 = 2.8, 
Е(ЗХ? +5) = [3 X (– 2) +5] X0. 4+ (3 X0 +5) Х0.3-- 
(3X2 +5) Х0.3 = 1.34. 
EE] 某 商 店 一 天 的 营业 额 X( 以 万 元 计 ) 是 一 个 随机 变量 .已 知 X 的 概率 密度 为 


Е е а Р 
1681011“ 22) isast 


0, 其 他 
一 天 的 盈利 ү=600=+Х-1. KEY). 


fa) = 


EY) = W. |( La г) аа ауаз 
= 1.75( 万 元 ). 
某 公司 经 销 某 种 原料 ,根据 历史 资料 可 知 这 种 原料 的 市 场 需求 量 X( 单 位 : O R 
从 (300,500) 上 的 均匀 分 布 .每 售 出 1t 该 原料 ,公司 可 获 利 1. 5 千 元 ; 若 积压 1 t, 则 公司 损 
K 0. 5 千 元 . 问 公司 应 该 组 织 多 少 货源 ,可 使 平均 收益 最 大 . 
设 公 司 组 织 该 货源 atla 待定 ), 则 应 该 有 300<a<500, L Y 为 收益 , 则 Y 是 
X 的 函数 ,具体 为 


1.5a; Х >а 
Y = g(X) = 4 
1,5Х-0,5(а- X) --2Х-0.5а, Х<а 
1 
=—, 300< zx < 500 
X MEERE fro = [20 . 
0. 其 他 
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于 是 
“ке 500 1 
Е(Ү) =E[g(X)] -| g(x)fx(x)dx =f g(x) X 天 dz 
ed 300 200 
1 f |. 
| 6022 0. 5а) 4: + ] 1. байг] 
= t. ЖҮР” Бе 2 
= а? + 900а = 3007). 
dE(Y) 1 2 
Ау. = = 
+ 2000—241-900) 0,48 а= 450,11 
ФЕ(Ү) 1 
а 


所 以 组 织 货源 450 t 时 ,公司 平均 收益 最 大 
ы ТЕЗ СӨЛІ? 


Ж. (DE(X); (DEY); (3)E(XY). 
(1) X 的 边缘 分 布 律 为 


x | 1 3 
Рх | i = 
-1x8 1-3, 
ЕОО-1Х433Х34 2% 
(2) Y 的 边缘 分 布 律 为 
Үү | 0 1 2 3 
1 3 3 1 
ру | 8 8 8 8 
1 3 3 LE 六 
E(Y) Xg tIX g tXo T3X 2% 


(3) ECXY) -ахохокахиха-ахохаы-ах хо+ 


ахохг-ахухо-ахохо-ахәха 


8 

9 

x. 

1, 0<y<r<1 ж 


设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 f(x,y) 一 | 其 他 


(DEX); (2)E(Y); (3)E(XY). 


44% ük E$ i 


“ке (“ке 1 т 1 2 
m wew = | | zf Gedrdy = |а ze уау = | ety ш-4; 
-со./ -со 0 0 0 0 
+0 [+0 1 z 1 т 3 
(2) ЕСУ) -| | yf Cededy =| de] y. уму = | 3y dr = т; 
一 coy 一 oo 0 0 0 0 
Foo роо 1 т 1 т 1 
(3) ЕСХҮ) -| | ауҒағудғау- | dr| зуу = Í z ° 3y* d= 5. 
—оо.) 一 co 0 0 0 0 


Ж. 另 可 先 求 出 X,Y 的 边缘 概率 密度 ,再 求 ЕСО.ЕСҮ). 
4.1.3 数学 期 望 的 性 质 


数学 期 望 具有 如 下 性 质 ( 设 以 下 所 遇 到 的 随机 变量 的 数学 期 望都 存在 ) ; 

(1) 设 c 是 常数 , 则 E(c)=c. 

(2) 设 X 是 一 个 随机 变量 ,c 是 常数 , 则 Е(СХ)-«Е(Х). 

G) 设 X,Y 是 任意 两 个 随机 变量 , 则 ЕСХ-Ү)-Е(Х)--ЕКҮ). 

性 质 3 可 推广 到 任意 有 限 个 随机 变量 之 和 的 情况 

综合 性 质 1,2,3 有 结论 E(aX+b)=aE(X)+b. 

(4) E X,Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , 则 EC XY)=E(X)EtY). 

性 质 4 可 推广 到 任意 有 限 个 相互 独立 的 随机 变量 之 积 的 情况 . 

性 质 1 ,性质 2 请 读者 自己 完成 证 明 . 下 面 以 连续 型 随机 变量 为 例 , 给 出 性 质 3 .性质 4 
的 证 明 ,离散 型 的 情况 类 似 可 证 . 

证 明 性 质 3: 只 就 X 为 连续 型 随机 变量 的 情况 来 证 明 ,对 于 离散 型 的 情况 ,其 证 明 
类 似 . 

设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 ay) WA 

E(X+Y) - | tf ydrdy 
[аа +t) | yf drdy 
=E(X) + E(Y). 

证 明 性 质 4: 只 就 X 为 连续 型 随机 变量 的 情况 来 证 明 ,对 于 离散 型 的 情况 ,其 证 明 
类 似 . 

设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 fay) НЕХ 5 YHE, (а. у) = 
fala) e fro EP fx(x) 与 fy(y) 分 别 是 (X,Y) 关 于 久 和 关于 Y 的 边缘 概率 密度 , 则 有 


+оо +оо ке роо 
Е(ХҮ) =| | zyf (ay)dzdy = | | zyfx(z)fy(y)drdy 
“ке “кө 
-| ауада yfy(y)dy = E(X)E(Y). 


数学 期 望 的 良好 性 质 有 助 于 简化 计算 . 
(4.1 节 例 5 续 ) 设 随机 变量 X 的 分 布 律 如 下 : 


Ж Е(Х),Е(2Х),Е(ЗХ-?7). 
由 期 望 的 性 质 有 
ECX) --2Х0.4-Е0 Х0.3-Ғ2 Х0.3--0.2, 
E(2X) = ?Е(Х) = 2 X (— 0,2) 0.4, 
ЕЗХ-7) = ЗЕ(Х) —7 =— 7.6. 
一 民航 的 送 客车 载 有 20 位 旅客 , 自 机 场 开 出 ,沿途 旅客 可 由 10 个 车 站 下 车 . 
如 到 达 一 个 车 站 没有 旅客 下 车 就 不 停车 , 设 每 位 旅客 在 各 个 车 站 下 车 是 等 可 能 的 , 且 各 旅客 
是 否 下 车 相互 独立 ,以 X 表示 停车 的 次 数 . 求 E(X). 
а ТАТАТ — 
设 随机 变量 х 第 ;个 车 站 无 人 下 车 12 0 则 
X 王 XI 十 Xs 十 … 十 Xio. 


由 题 意 : 任 一 旅客 在 第 i 个 车 站 不 下 车 的 概率 为 号 ,20 位 旅客 都 不 在 第 i 站 下 车 的 概 


*x[5]J , 故 PIX,=0) 一 (各 】 орох 1 (0). тав, х, мн 


因此 


9 20 9 20 9 20 . 
BUX) ох (9) Fix [1 (©) ] 1 ОЕ i= 1,2,-.,10. 
从 而 得 
E(X) =E(X, + X, + + Xo) = ECX) 十 ECX:) 十 … 十 ECXio) 


一 10 X Ë - ($8) 8.8. 
这 表明 班车 平均 停车 约 9 次 . 
类 似 本 例 将 X 分 解 为 若干 随机 变量 之 和 ,然后 用 数学 期 望 的 性 质 再 求 E(X) 的 方法 , 具 
有 一 定 的 普遍 意义 , 若 使 用 得 当 , 可 使 复杂 的 问题 简单 化 . 
设 一 电路 中 电流 T( 单 位 : A) 与 电阻 R( 单 位 : Q) 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ， 
其 概率 密度 分 别 为 


2 


RO N 0<і<І кө Ін 0<ғ<3 
1) = . R(T) = Ç 
` 0, 

其 他 о, 其 他 


试 求 电压 (单位 : V)V=IR 的 均值 . 
E(V) = E(IR) = E(DE(R) = (оа) (rene) 


ШЕГЕР 
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42 方 差 


数学 期 望 反 映 了 随机 变量 取 值 的 平均 程度 ,是 一 个 很 重要 的 数字 特征 . 但 是 在 某 些 场合 
只 知道 平均 程度 是 不 够 的 . 例如 包装 机 包装 食盐 ,额定 重量 每 袋 为 500 g, 实 际 上 不 可 能 做 到 
每 袋 重 量 正好 是 额定 重量 ,每 袋 盐 的 重量 是 随机 重量 . 现 有 两 台 机 器 ,包装 出 的 食盐 重量 都 
保证 了 期 望 值 为 500 g, 但 是 一 台 机 器 包装 的 重量 或 者 重 了 约 100 g, 或 者 轻 了 约 100 g; 另 一 
台 机 器 包装 的 重量 或 者 重 了 约 2 g, 或 者 轻 了 约 2 g. 比较 两 台 机 器 ,显然 后 一 台 机 器 的 性 能 
较 好 ,因为 后 者 与 期 望 值 的 偏离 程度 要 小 . 为 了 刻 划 随机 变量 取 值 与 其 数学 期 望 值 的 偏离 程 
度 , 容 易 想 到 用 ELX 一 EC(X) ] 来 表示 . 但 由 于 X 是 一 个 随机 变量 ,随机 变量 X 与 ECX) 的 偏离 
量 X 一 E(X) 也 是 一 个 随机 变量 ,平均 来 讲 , 正 、 负 偏离 量 相互 抵消 ,因而 EL X— E(X)]=0, 
故 不 能 用 ELX 一 E(X)] 来 考虑 平均 偏离 量 . 为 消除 符号 的 影响 ,最 简单 的 是 考虑 偏离 量 的 
绝对 值 的 平均 , 即 E[|X 一 E(X)|]; 又 由 于 绝对 值 运算 在 数学 上 处 理 很 不 方便 ,所 以 我 们 采 
用 E{LX 一 E(X)]} 作 为 描述 随机 变量 与 其 均值 的 偏离 程度 的 数字 特征 ,并 且 我 们 将 这 个 
数字 特征 称 为 随机 变量 X 的 方差 . 


4.2.1 方差 的 定义 


i? X 为 随机 变量 ,如 果 ECX- EOP EE WREN X 的 方差 , 记 作 
D(X).BJD(X)=E[([X—E(X) ЭЖ /D(X) A X 的 标准 差 或 均 方差 , 记 作 o (X). 

由 定义 可 知 ,方差 实际 上 就 是 随机 变量 X 的 函数 [LX 一 E(X)] 的 数学 期 望 ,于 是 可 得 
以 下 结论 . 

(1) 车 XX 是 离散 型 随机 变量 ,分 布 律 为 P(X=z) 二 pi,k 二 1,2,…, 则 


D(X) = Уа -EOP p. (4.7) 
(2) ЖХ 是 连续 型 随机 变量 ,概率 密度 为 f(z), 则 
D(X) = [te ECO fwd. (4.8) 
关于 方差 的 计算 ,在 实际 中 常用 下 面 的 简化 公 
D(X) = EX) 一 [ECX)]. (4.9) 


证 明 
D(X) =E{[LX 一 ECX)]} = E(X? —2XE(X) 十 [LE(X)]} 
=Е(Х?) — 2E(X)E(X) + [E(X) ]° 
-Е(Х-ГЕОО?. 
加 加 (4.1 节 例 5 续 ) 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


Ж ХХ). 


已 算得 E(X)= —0. 2,Е(Х?) =2. 8, FË ,D(X)=E(X°)—[E(X)] =2. 8 


(—0. 2)? =2, 76. 


т, 0<x<1 
DE. тиз 续 ) 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 (x) 二 12 一 x+， 1<:<2.Ж 
0. 其 他 
DX). 
已 算得 
E(X) = 1， 
E(X’) = [усаг = f roe ооа = 2. 
于 是 
D(X) = E(X?) —[E(X)2 ; 1 L, 
4.2.2 方差 的 性 质 


方差 具有 如 下 性 质 ( 设 以 下 所 遇 到 的 随机 变量 的 方差 都 存在 ) : 

(1) 设 c 是 常数 , 则 D(c)=0. 

(2) 设 c 是 常数 , 则 DCX)= PDX). 

性 质 1,2 由 读者 自己 完成 证 明 . 

G) 若 随机 变量 X,Y 相互 独立 , 则 D(X 土 Y)=D(X) 十 D(Y). 

证 明 

D(X +Y) =E([(X+Y)—E(X+Y)]) 

E([(X — E(X)) + (Y —E(Y))}’} 
=EI([(X — E(X) P) + E([(Y — E(Y))Ë) + 
2E([X — E(X) LY — E(Y)]) 
=D(X) + D(Y) + 2E[ XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y)] 
=D(X) + D(Y) + 2[ E(XY) — E(X)E(Y)] 
=D(X) + D(Y). 

性 质 3 可 推广 到 个 随机 变量 的 场合 . 若 随机 变量 Xi. X... X, 相互 独立 , 则 


п 


о(Хх)- Хо. 
综合 性 质 1,2,3 有 结论 
D(aX +b) = а D(X). 
(4) D(X)=0 的 充 要 条 件 是 X 以 概率 1 取 常 数 c, 即 PI{X=c}==1, 其 中 c=E(X). 
GEH) 
设 随 机 变量 X,Y 相互 独立 , 且 РОХ) = DY) =0. К D(2X 一 5Y 十 4). 


D(2X — 5Y +4) = D(2X — 5Y) = 2 D(X) + 5° D(Y) = 49 + 250. 


设 随机 变量 具有 期 望 E(X) 一 ,方差 рО) 0770, ХХА, ж 
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рех) 2р0) 


ЖХ“ 一 为 随机 变量 X 的 标准 化 . 该 题 说 明 对 任意 随机 变量 X, 若 期 望 .方差 存在 
且 方 差 不 为 0, 标准 化 后 得 到 的 随机 变量 X* 都 有 E(X* )=0,D(X' )=1. 
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本 节 主 要 介绍 几 种 常用 分 布 的 期 望 和 方差 ( 见 表 4-1). 


Ж 41 
分 布 £ 数 分 布 律 或 概率 密度 шош жж 
(0-1) 分 布 0<p<1 Р{Х=) = р (1— р) ,k=0,1 p pq 
п>і PIX=k =œ (1 р)", 
二 项 分 布 
ыы 0<р<1 k=0,1, sn i "p 
E Уы 
泊 松 分 布 А>0 Ран А А 
6=0,1,2,-= 
1 
дет а<% кее ыды = (b—a)} 
12 
0. 其 他 
Dew т>0 1 È 
指数 分 布 0>0 f(z)= Í н j 7 
正 态 分 布 Й трна й ё 
š o>0 „по 
1. 0-1) 分 布 
设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 
* | 1 o 
рь | р 9 


其 中 0<p<1,g=1 一 p; 则 E(X)=p,D(X)=pgq. 
显然 
E(X) = р,Е(Х?) = LXp+0 Хд = р, 
DXy = Е(Х?) - [Е(Х) = р-р = р(1— р) = р. 


2 二 项 分 布 
设 随机 变量 ХХ В(п, р). НАВУ РОХ) = Сір (0,1,2, ---,п;0<р<1, 
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gq=1—p), 则 E(X)=np, D(X)=npg. 
在 n 重 伯 努 利 试验 中 ,每 次 试验 事件 A 发 生 的 概率 为 p ,不 发 生 的 概率 为 q= 
1 一 p. 若 引入 随机 变量 
oL 第 i 次 试验 A ЖЖ 
(0. 第 i 次 试验 A RRE 
W A ЕК ХХ, +X: + +X, ХВО, p) X~ (0-1) 370. А Xi ,XX,,…,X, 是 
相互 独立 的 .于 是 
E(X) = E(X, + X, +e + Xn) = E(X,) + E(X,) + + E(X,) 
= пЕ(Х,) = пр, 
D(X) = D(X, + X, + + Х,) = D(X) + D(X,) + + D(X,) 
= nD (X;) = прд. 


з 泊 松 分 布 
设 随机 变量 ХРО) АЫ РОХ) 二 (二 0,1,2,…;4 之 0 是 常数 ), 则 


i= 1,2 e,n, 


k! 
EK) =À; D(X) =A: 
Ç ДАЕ Ж саде aSr s 
EW = Уа У тур А асы 
Ен Е 
= Ле ее = д, 
D(X) = E(X?) —[E(X)]J: = E[X(X— 1) + X] —22 
= k 
ELX(X-D]+a— xX = У) DEHA д 
k=1 Ы 
_ ал д? 
$ra 2 
Ае 2 g-ot? А 
= деле БА А = А. 
4 均匀 分 布 
设 随机 变量 X~U(a,p) ,概率 密度 为 
， а<х<% 
f(x) = 10а қ 
0, 其 他 
则 
a+b фа) 
EXW = 477, DOO а 
证 明 
+ toa O t Z|“ afb 
EOD F: 1,72? 


b z 
D(X) = EX?) EOF = |" а ШЕТІ (4% 
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5 指数 分 布 
设 随 机 变量 X— Exp(0) ,概率 密度 为 


bt, z>0 
re = | 


，0>0 为 常数 ， 
0， 150 
则 
ЕЮ) = 1, ро) = 1. 
0 e 
证 明 | 
ке ке ке 
коо =| усов = | аде dr aj xde” 
一 co 0 0 
+оо оо + 
те +| e“ dr le ШЕ 
0 0 0 0 
оо +оо + 
ex» =| fod = | zi0e dx -| x’ de® 
一 co 0 0 
+ +оо 2 [+= 
=— 1266 +Í 2re “dr 一 一 2| de 人 
0 0 0 0 
2 мезі -er 2 — | _ 2 
02% 1, +9 Ñ е іл FE , ” 
2 2 2 1 1 
D(X) = E(X’) — [E(X)] Z FETE 
6 正 态 分 布 
а-ы? 
设 随 机 变量 XN) ,概率 密度 为 fO) = e ,—co<r<Ñ+ceo;u,o(G2>0)38 
no 
常数 , 则 ЕС) =, DX) S. 
证 明 | 
1 = 
Foo = | т” е ғ dr 
— 2 ~ 
1 j: аю 1 КЕТУІ 
- (т-/де 4 de t= 
жо Р" 


е æ dr 
Va 
Фісі- Че 2 += 2 
人 Lf eidal 1-2 
ко, = - 


ež dt = p, 
2лб : с 
Т” с-а? 
D(X) = E[X — Е(Х)] | (r= e 2 dr 
7” TO 
t= 


2 а? Fe £ а? Æ Ë a 2 
---- ЃЁе zdi = t(— e z) +| етш 
Vax =l 26. "ДЕ | 
а? 
= —— °* (20 = 0. 
2T 
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对 于 二 维 随机 变量 (X,Y) ,我 们 除了 讨论 X 与 Y 的 数学 期 望 和 方差 以 外 ,还 需要 讨论 
描述 XX 与 Y 之 间 相互 关系 的 数字 特征 : 协 方差 与 相关 系数 . 


4.4.1 协 方差 


由 方差 性 质 3 的 证 明 我 们 知道 , 当 X 与 了 相互 独立 时 ,E{LX 一 ECX)]LY 一 ECY)]}=0, 这 
意味 着 若 E{[X 一 E(X)][Y 一 E(Y)]) 关 0, 则 XX 与 Y 肯定 不 是 相互 独立 的 .这 说 明 E{[X 一 
E(X)][Y 一 E(Y)]) 的 数值 在 一 定 程度 上 反映 了 XX 与 Y 之 间 的 相互 关系 . 因而 我 们 引入 以 
FEX. 

# ELX 一 ECX)]LY 一 E(Y)]} 存 在 , 则 称 之 为 随机 变量 X 与 Y 的 协 方差 ， 
记 为 Cov(X,Y), 即 


Cov(X,Y) = E([X — E(X)][Y — ЕС). (4.10) 
由 方差 性 质 3 的 证 明 可 知 , 对 于 任意 两 个 随机 变量 X 55 YA 
D(X +Y) = D(X) + D(Y) + 2Cov( X,Y). (4.11) 
计算 协 方差 的 公式 为 
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). (4.12) 
协 方差 具有 下 列 性 质 : 


(1) Cov(X,Y)=Cov(Y,X); 

(2) Cov(Xi+X,,Y)=Cov(X1,Y)+Cov(X,,Y); 

(3) Соу(аХ,ФҮ)-абСоу(Х.Ү). 

以 上 性 质 可 由 定义 4.4 直接 推出 ,请 读者 自己 完成 证 明 . 


4.4.2 相关 系数 


设 (X,Y) 为 二 维 随机 变量 , 若 DCX) 之 0,D(Y) 之 0, 则 称 
Cov(X,Y) 
«ОО ур) 
为 随机 变量 X 与 Y 的 相关 系数 , 记 作 pxy , 即 
Cov(X,Y) 
e” 000 VDO 

相关 系数 pxy 与 协 方差 CovCX,Y) 在 数值 上 只 相差 一 个 倍数 ,但 相关 系数 是 无 量 纲 的 绝对 
量 , 不 受 所 用 度量 单位 的 影响 ,这 样 能 更 好 地 反映 和 X 与 了 之 间 的 关系 .实际 上 ,相关 系数 pxy 是 


(4.13) 


Ж Х-ЕОО 
7 机 变量 X' 与 YV 的 协 方差 . 即 pr Соух" уһ хе 一 E00 ， 
标准 化 了 的 随机 变量 X* 与 Y* 的 协 方差 . 即 руу =Cov(X* ,Y | DOS 
ECX*)=0,D(X")=1]. 

т>0,у>0,л--у<1, 


ҒАН 
ШИИ РКВ Лез) ав Ж 
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Cov(X,Y) oxy Р(Х+Ү). 
“ке [+оо 1 l-r 1 1 
E(X) -Í | xf(x,y)drdy = 2| zde| dy = л) 201—2) = 3 
一 coJ 一 co 0 0 0 
1 
0 


“ко Гоо 1 一 1 1 
E(Y) -| | yoy)drdy =2| df ydy =| (一 z) dz 一 可; 
— J -со 0 0 


十 co [十 co 1 te 1 
EcxY) = | | | ydy = [20 -ade 1, 


оо (ке 1 l-r 1 Ï 
Е(Х?) = | | а f(z,y)dzdy л) а] dy = ef z (1—z)dz = в" 
一 co J 一 co 0 0 0 


роо (Чо 1 l-z 2 人 1 
ЕСУ?) -| | У/аьуйу-2| “| yay = | (1—z)'dz = =; 
一 co J 一 co 0 0 3 0 6 


ИЕ И Я 
D(X)=E(X°)—[E(X)] 5 9 18 
Р(Ү)=Е(ү) [ЕР= 1 1-1 
6 9 18 
于 是 
Cov(X,Y) = Е(ХҮ) — E(XWE(W = L-1 x4 =— 4, 
12 3 3 36 
1 
CovCXY) _ 36800-11 
(хү . 
DX) VDY) 2 
18 N18 


; ! Lag 111, | Ц- 1 
D(X +Y) = D(X) + D(Y) + 2Cov(X,Y) = тет F2X |- s6 ]= те. 


下 面 我 们 来 讨论 相关 系数 的 性 质 , 进 而 说 明 相 关系 数 反映 了 随机 变量 间 的 一 种 相互 关 


系 的 本 质 . 
相关 系数 具有 以 下 性 质 : 
(1) lpw |<1. 
由 
D(X' +Y')=D(X')+ D(Y*)+2Cov(X' ,Y*) 
二 1 十 1 土 2pwy = 201 pw) > 0, 
得 
1 士 ox 2 0. 
即 
[ох |< 1. 
(2) Гоху | =1 的 充 要 条 件 是 X 和 了 以 概率 1 存在 线性 关系 , 即 PIY=aX+b)=1(aZ0,b 
是 常数 ). 
O 充分 性 


it Y=aX+b, I 
Е(Ү) = аЕ(Х) +b,D(Y) = D(X), 
Cov(X,Y) = E{[X — E(X) ][Y — ЕСҮ)]) 


44 协 方 差 与 相关 系数 # 


= Е([Х — E(X)][aX +b—aE(X) —b]) 
=aE[X — E(X)]° = aD (X), 


Cov( X,Y) aD(X) % 
e ОО JDO) DOO VDW lal 
当 a>0 时 ,pxy=1; 当 а<0 时 ,ov 三 一 1. 
D 必要 性 
Ў руу =1. 


由 性 质 1 的 证 明知 
D(X* ү") = 0. 
由 方差 的 性 质 4 知 P(X* 一 y* =С) =1, B С=ЕСХ" 一 Y* )=0, 即 
P(X' =Y')= 1. 
VDO) Fay DO) E(x). 此 时 称 X 与 


由 此 可 得 P{Y==aX 十 6)==1 ,其 中 a= 


VD(CX) VDX) 
Y 正 相关 . 
В š ура” D(Y) 
设 poxr = — 1. Е POY =aX +b) =1, Ж ,b=E(Y)+ Я 
pa ú JDO ' JDO 


E(CX). 此 时 称 X 5 Y Я. 

由 此 可 知 ,随机 变量 的 相关 系数 实质 上 只 表示 随机 变量 之 间 的 线性 相关 性 . 4 | oxy | 变 
小 时 ,X 和 YY 的 线性 相关 程度 就 变 弱 , 如 果 o 二 0,X MY 之 间 就 不 存在 线性 关系 . 

若 随机 变量 X 与 Y 的 相关 系数 为 零 , 则 称 X 与 了 不 相关 . 

为 进一步 研究 X 与 Y 的 不 相关 性 ,我 们 引入 下 面 两 个 定理 . 

# X 与 了 相互 独立 , 则 X 与 了 不 相关 . 

仅 对 连续 型 随机 变量 情形 进行 证 明 , 离 散 型 随机 变量 情形 请 读者 自己 完成 证 
明 . 因 为 X 与 Y 独立 ,所 以 有 

fizy) = fx(x) fry). 

则 


十 co [十 co 
Cov(X,Y) Г Г [= — E(X)][y — E(Y)]f(z,y)dzrdy 


ке ре 
-| [eE] def I [y—E(Y)]fy(y)dy 


E([X —E(X)][Y — E(Y)]) = 0, 


得 X 5 Y AB. 
对 随机 变量 X 与 了 ,下 面 的 事实 是 等 价 的 ; 
(1) Cov(X,Y)=0; 
(2) X 与 了 不 相关 ; 
(3) E(XY)=E(X)E(Y); 
(4) D(X+Y)=D(X)+D(Y). 
请 读者 自己 完成 证 明 . 
已 知 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
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x | zà 0 1 
1 1 к 
Рк 3 3 3 


令 Y=X?, 则 XX 与 Y 是 否 不 相关 ? X 与 了 是 否 独立 ? 


1 1 1 
Е00 = ee TIK =Ü, 
š ОИ ТИРЕТ 
E(Y) = ЕО) = CXT TXT TXT 2, 
Е(ХҮ) = E(X?) = ( хі сөн хі 0, 


Cov( X,Y) = ЕХҮ)-ЕООЕКҮ) = 0. 

WH X 与 了 不 相关 .但 X 与 了 有 函数 关系 Y 一 半 ,说 明 X 与 了 不 独立 . 

由 以 上 讨论 知道 ,“X 和 YY 不 相关 ”与 “X 和 了 相互 独立 ?是 两 个 不 同 的 概念 .“ 不 相关 ?” 
只 说 明 X 和 了 不 存在 线性 关系 ,而 “相互 独立 ?说明 X 和 了 之 间 既 不 存在 线性 关系 ,也 不 存 
在 其 他 关系 .所 以 “相互 独立 ” 必 导 致 “不 相关 ”; 反 之 , “不 相关 ”可 能 是 “相互 独立 ”的 ,也 可 
能 是 “不 相互 独立 ”的 . 

设 随 机 变量 (X,Y) 一 Na оре vof s03 s0). R pxy ,并 说 明 对 二 维 正 态 随机 变量 来 
说 ,X 与 Y 相 互 独立 全 X 与 Y 不 相关 . 

在 3.2 节 例 5 中 已 经 知道 (X,Y) 的 边缘 概率 密度 为 


1 ат )2 
fx (a) ез. co < r <+ °°; 
V2ra 
4 Қалы 
f (y) = € ла -о<у <+, 
Y y 202 


故 知 EXO =m, DX) =, EY) =w, DY) =0} , Ti 


+o чоо 
Cov(X,Y) -| А” (z—gn)(z ро) РС, у) ахау 


l EE loci 
(z= ш) (у — ш) • 


1 ы- Саруу) (и) 


274 4 52 } асау. 


exp za- 2 2 
令 
пра: б бі о 
则 有 


1 f+e [tm 2:2 
Соу(Х,Ү) -1f | (бұ У1- рш + розози? )e 2 :didu 
T о) ә 
+оо 2 сә Z 
= A ( ёе). (| | ed) 


20 хр МЕЕ (ем). (еа) 


— Cov(X,Y) _ poo 


xr 0102 0102 
这 就 是 说 ,二 维 正 态 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 中 的 参数 p 就 是 X 与 了 的 相关 系数 ， 
因而 二 维 正 态 随机 变量 的 分 布 完全 可 由 Х,У 各 自 的 数学 期 望 方差 以 及 它们 的 相关 系数 所 
确定 . 
在 3.4 节 例 4 中 ,我 们 证 明了 X 与 了 相互 独立 的 充 要 条 件 是 o 王 0, 现 在 知道 oxy =o. H 
对 于 二 维 正 态 随机 变量 (X,Y) 来 说 ,X 与 Y 相互 独立 与 X,Y 不 相关 是 等 价 的 . 


4.4.3 ЖБИ 


数学 期 望 ,方差 和 协 方差 都 是 随机 变量 最 常用 的 数字 特征 ,把 它们 推广 到 更 一 般 的 情况 
ӘЛІШ КІМ X. 应 该 指出 的 是 ,算是 统计 学 中 最 基本 也 是 最 重要 的 概念 之 一 . 

设 X 5Y 是 随机 变量 , 则 有 以 下 定义 : 

(1) EEX) (k= 二 1,2,…) 存 在 , 称 之 为 X 的 k MARHE, HER k |. 

(2) Ж E([X—E(X)]) (k= 二 2,3,…) 存 在 , 称 之 为 X 的 k Мі. 

G) 车 ECX*Y') (k,! 二 1,2,…) 存 在 , 称 之 为 X 和 YY BJ k +I ЕЕ. 

(4) 若 E{[X 一 ECX)][Y 一 E(Y)] 人 (Ck,1 二 1,2,…) 存 在 , 称 之 为 X 和 YY 的 kk 十 1 阶 混 
合 中 心 矩 . 

显然 X 的 数学 期 望 已 (X) 是 X 的 一 阶 原点 矩 HÉ DOO E X 的 二 阶 中 心 矩 , 协 方差 
Cov(CX,Y) 是 X 和 Y 的 二 阶 混合 中 心 矩 . 

Шал ИИН Х.Х, ,…，,X,) 的 二 阶 混合 中 心 矩 

C; = Со(Х.Х)-Е(Х,-ЕОХОПХ;- E(X;)]) 


=p. 


都 存在 , 则 和 矩阵 
Cn С. ... Сі, 
Си Са 5% 6, 
С. Со ... С; 
称 为 (Xi ,X; ,…,X,) 的 协 方差 矩阵 . 
HF C; =D(X,),C; =Соу(Х,,Х;) = Соу(Х,, X.) =C,;,iZ2j,i,j=1,2,-,n, ЮА 
Ха РИНЕ. 


小 结 


随机 变量 的 数字 特征 是 概率 分 布 的 某 种 表征 ,是 描述 随机 变量 特征 的 有 效 工 具 . 特别 
是 重要 的 几 个 数字 特征 : 数学 期 望 ,方差 \ 相 关系 数 等 都 有 明确 的 概率 意义 ,同时 又 具有 良 
好 的 性 质 . 因此 数字 特征 的 概念 在 概率 论 与 数理 统计 中 具有 很 重要 的 地 位 . 

求 随机 变量 的 数字 特征 ,实际 上 多 可 归结 为 求 随机 变量 及 其 函数 的 数学 期 望 问 题 . 而 
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某 些 随机 变量 的 数学 期 望 如 用 定义 求 会 比较 麻烦 ,甚至 难以 计算 ,如 果 利 用 好 数学 期 望 的 性 
质 , 求 解 可 能 变 得 更 加 容易 . 

基本 要 求 : 

(1) 理解 随机 变量 的 数学 期 望 与 方差 的 概念 ,熟练 掌握 数学 期 望 与 方差 的 性 质 ,从 而 运 
用 它们 来 进行 相关 的 运算 ;掌握 根据 随机 变量 的 概率 分 布 求 其 函数 的 数学 期 望 . 

(2) 熟 记 常 用 分 布 ((0-1) 分 布 . 二 项 分 布 . 泊 松 分 布 .均匀 分 布 . 指 数 分 布 和 正 态 分 布 ) 
的 数学 期 望 与 方差 . 

(3) 了 解 协 方差 与 相关 系数 的 概念 与 性 质 ,并 会 运用 它们 计算 具体 分 布 的 协 方差 与 相 
ХЖ. 

(4) 了 解 矩 与 协 方差 矩阵 的 概念 . 

Ең. 数学 期 望 与 方差 的 概念 ,性 质 以 及 相关 计算 . 

难点 : 相互 独立 和 不 相关 之 间 的 区 别 与 联系 . 


本 章 知识 结构 : 
E(X) = Озар, 
离散 型 Y= gX); EY) = Dar) * p, 
я 
Z= g(X,Y): ЕО) = У) У) glay) Р, 
х 
其 ECOO= | d 
H ЕЛДЕ) іт 
连续 型 Y = g(X): EY) = Г gla) flade 
Z= g(X,Y): ECZ) = E[g(X,Y)] = Г ШЕЛЕРІ 
性 质 ，E(c) = c; ECX) = E(X); E(X +Y) = E(X) 十 E(Y); 
E(XY) = E(X)E(Y) (X,Y 相互 独立 ) 
党 ЕЕ Я 
用 离散 型 : D(X) = Уа -EWP ° p, 
的 定义 : D(X) = E([X — E(X)J]') в 
5 连续 型 : D(X) =| [z— EXW] + fdz 
特 方 
征 2 
HAAR: D(X) = E(X) 一 LECX) 了 
ин, PO = UPOO = е0, DGX 二 = DOO + DYXY HERD: 
“D(X) = 0ӨР(Х= с) =1 (其 中 c= ЕОО). 
у А Соу(Х.Ү) 
定义 : Cov(X,Y) = E[X — E(X)][Y — E(Y)]; Ру = 一 二 一 一 全 一 一 一 一 
# АУ 1 ж ОО JDO 
% CovCX,Y) = ЕСХҮ)-ЕООЕСҮ); 
H 常用 公式 : 
8 D(X +Y) = D(X) + D(Y) +2Cov( X,Y). 
£ Cov(X,Y) = Cov(Y, X) ; Cov(aX ,bY) = abCov(X,Y); 
“а Cov(X, + X,,Y) = Соу(Х, Y) +Cov(X,,Y) 


习题 4 


1. (1) 设 X,Y 为 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , 且 E(X)=E(Y)=1,D(X)=D(Y)=1, 
MJ ЕСХ+Ү) = ,D(X—Y)= 

(2) 对 随机 变量 X7 有 DOO=4DG)=9,pr= 亏 , 则 Cov(X,Y)= ;D(X— 
3Y+4)= 

G) 设 随 机 变量 XX~Exp(4), 且 РХ) =0. 25, a= 

2. 设 随机 变量 的 分 布 律 为 


| -1 0 1 2 
1 1 1 1 
h 6 6 6 2 


Ж ЕСОЬЕС-3Х--9Ж E(X’). 

3. 一 批零 件 中 有 9 件 合格 品 和 3 件 废 品 . 安装 机 器 时 从 这 批零 件 中 任 取 一 件 , 如 果 取 
出 的 废品 不 再 放 回 去 , 求 在 取得 合格 品 以 前 已 取出 的 废品 数 的 数学 期 望 . 

4. 设 在 某 一 规定 的 时 间 段 里 , 某 电 气 设 备用 于 最 大 负荷 的 时 间 ( 单 位 : min) 是 一 个 随 
机 变量 ,其 概率 密度 为 


L 0< z< 1500 


150077” 
f(z) = Бір (3000- 2), 1500 < z 3000. 
0, 其 他 


求 E(X). 
5. 由 某 种 机 器 切割 而 成 的 圆 盘 的 直径 (单位 : cm) 是 一 个 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
3 2 А 
FnD = a ), 1 < z< е 
0, 其 他 
求 圆 盘 面积 的 数学 期 望 . 
6. 设 (X,Y) 的 分 布 律 为 


Y 
кегі | 0 1 
x 
1 0.2 0.1 0.1 
2 0.1 0 0.1 
3 0 0.3 0.1 


R: (DE(X),E(Y) ; ов) (3)E[(X—Y):]. 


7. 设 (X,Y) 的 概率 密度 为 
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12у, 0<y<=z<1 
То = | Г ey 
Ж. WER) ; (DEY); (3)E(XY). 
8. 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
x | -2 0 2 
bP. | 0.4 0.3 0.3 


Ж. E(X), D(X),D(VI0X—5). 
9. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


1 
| 
Хб) = Ë М1 = 2° ы 
0. [х [221 
Ж. E(X),D(X) 及 P(|X—E(X)|< /D(X)). 
10. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 
ar, 0<:<2 
Хбх) = Ë +b, 2< z< 4, 
0, 其 他 
BA ЕОО-2,.РП<Х<3)-3, Ж. (D a,b,c 的 值 ; (2) Y 一 ex 的 期 望 与 方差 


11. 某 产品 的 验收 方案 是 从 该 批 产品 中 任 取 6 只 产品 , 若 次 品 数 小 于 等 于 1, 则 该 产品 
通过 验收 ;否则 不 予 通过 . 若 某 工厂 该 产品 的 次 品 率 为 0.1, 试 求 在 10 次 抽样 验收 中 能 通过 
验收 的 次 数 的 数学 期 望 . 

12. 已 知 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


Y 

=j 0 1 
X 

Е Ж i 1 
l 8 8 8 
1 1 
М 8 ° 8 
1 1 1 
1 в % % 


(1) ЩЖ E(X), EOM ЕСХУ); (2) №]: X,Y 是 否 相 关 ? 是 否 独立 ? 

13. 设 随 机 变量 (X,Y) 服 从 单位 圆 上 的 均匀 分 布 . 验证 : X 和 了 不 相关 ,并 且 X 和 了 
也 不 独立 . 

14. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
Та». 0<:2<2,0<у<2 


0, 其 他 
Ж. EX, EY), D(X), DY) ,CovCX,Y) „оху. 


Тозу = 


补充 与 提高 


15. 设 随机 变量 Х.Х... XQ > D 独立 同 分 布 , 目 其 方差 忆 之 0, 令 Y 一 于 >)X,， 
则 下 列 正确 的 是 ( ). 
2 
(A) Cov(X, Y) = (В) Соу(Х,,Ү) =0 


БЕ 2 в. ан Я 


(С) РОХ, +Y)=— 50 
16. ЯАВ X,Y 的 概率 分 布 为 


(D) D(X1—Y)= 


(1) R P{X=2Y}; 
(2) R Cov(X 一 Y,Y). 
17. 某 厂 产 品 的 寿命 (单位 : 年 ) 服 从 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 
fO) = 4% Шы 
0, 1<0 
工厂 规定 , 售 出 的 产品 在 一 年 内 损坏 可 以 调换 . 若 工 厂 售 出 一 个 产品 ,能 获 利 100 元 ;调换 一 
个 产品 ,工厂 要 花费 300 ú. 试 求 工厂 售 出 一 件 产品 净 获 利 的 数学 期 望 值 . 
18. 某 流水 生产 线 上 每 个 产品 不 合格 的 概率 为 p(0 二 p 二 1), 各 产品 合格 与 否 相 互 独 
立 , 当 出 现 一 个 不 合格 产品 时 即 停机 检修 . 设 开机 后 第 一 次 停机 时 已 生产 了 的 产品 个 数 
TXR EXD): 
19. 市 场 上 对 某 种 产品 每 年 的 需求 量 为 X( 单 位 : tb) , 它 服 从 [2000,4000] 上 的 均匀 分 
布 .已 知 每 出 售 1 t 产 品 可 获 利 3 万 元 ; 售 不 出 去 , 则 每 吨 需 付 仓库 保管 费 1 万 元 . 试问 : 每 
年 应 生产 该 产品 多 少 吨 , 才 能 使 平均 收益 最 大 ? 并 求 最 大 平均 收益 . 
20. 在 一 次 拍卖 中 ,两 人 竞买 一 幅 名 画 ,拍卖 以 瞳 标 形式 进行 ,并 以 最 高 价 成 交 . 设 两 人 
的 出 价 相互 独立 且 均 服从 [1,2] 上 的 均匀 分 布 , 求 这 幅 画 的 期 望 成 交 价 . 
SNNN Ta =, 0<т<л 
21. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 F(z)=12 2 ,对 X 独立 重复 观察 
0, 其 他 
4 次 ,了 表示 观察 值 大 于 -3 的 次 数 . 求 Y° 的 数学 期 望 ， 


22. 某 种 商品 每 周 内 的 需求 量 X 服从 [10,30] 上 的 均匀 分 布 .已 知 商店 每 销售 一 件 该 


СУ %4% 随机 变量 的 数字 将 征 


产品 可 获 利 500 元 , 若 供 大 于 求 则 前 价 处 理 ,每 处 理 一 件 亏 损 100 元 ; 若 供不应求 则 缺 货 部 
门 从 别处 调剂 供应 ,此 时 售 出 一 件 只 获 利 300 元 . 为 使 商店 平均 利润 不 少 于 9280 元 , 试 确定 
最 少 进货 量 . 

23. 某 车 间 从 一 电力 公司 每 天 得 到 的 电能 X( 单 位 : kW) 服 从 [10,30] 上 的 均匀 分 布 . 
该 车 间 每 天 对 电能 的 需要 量 Y 服从 [10,20] 上 的 均匀 分 布 ,X 与 了 独立 . 设 车 间 从 电力 公司 
得 到 的 每 千瓦 电能 可 获得 300 元 利润 ;如 车 间 用 电量 超过 电力 公司 所 提供 的 数量 ,就 要 使 用 
自 备 发 电机 提供 的 附加 电能 来 补充 ,而 从 附加 电能 中 每 千瓦 只 能 赚 取 到 100 元 利润 . 问 : 一 
天 中 该 车 间 获 得 利润 的 数学 期 望 是 多 少 ? 


24. 设 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 且 X~N(0,3),Y 一 N(0,4)，poxr 一 1. WR X 和 


Y 的 联合 概率 密度 . 
25. (1) 设 X 为 随机 变量 ,c 是 任意 常数 ,证 明 : D( X)<E[ ОХ с) ]. 


(2) 设 X 是 在 [a, 刀 上 取 值 的 任 一 随机 变量 ,利用 (1) 的 结论 证 明 роо<(%4). 
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我 们 知道 ,概率 统计 是 研究 随机 现象 统计 规律 性 的 学 科 , 而 随机 现象 的 统计 规律 性 只 有 
在 对 随机 现象 进行 大 量 的 考察 中 才能 显现 出 来 . 在 第 1 章 中 已 经 指出 ,在 相同 的 条 件 下 , 进 
行 大 量 重复 试验 时 ,事件 A 发 生 的 频率 随 着 试验 次 数 的 逐渐 增 大 而 具有 稳定 性 ,但 这 只 是 
一 种 直观 的 说 法 ,并 没有 从 理论 上 给 予 证 明 . 大 数 定律 正 是 从 理论 上 证 明了 这 一 结论 的 正确 
性 ,中 心 极 限定 理 则 从 理论 上 证 明了 在 客观 世界 中 所 过 到 的 许多 随机 变量 往往 是 近似 地 服 
从 正 态 分 布 的 . 
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在 引入 大 数 定律 之 前 ,下 面 首先 证 明 一 个 重要 的 不 等 式 . 
5.1.1 切 比 雪夫 不 等 式 
Е . 切 比 委 夫 (Chebyshev) 不 等 式 ) 设 随机 变量 X 具有 数学 期 望 E(X) =u H 
ŽD) =P WI FERREX e A 
P{| X—yl|>e) <. (5.1) 
这 里 仅 对 X 是 连续 型 随机 变量 的 情况 进行 证 明 ,离散 型 的 证 明 与 之 类 似 ,. 设 X 
的 概率 密度 为 Ca). 
P(| X—z |>) -| Fodr<| Гаа geyas 
іг-ні>е іг-ні>е 


є? 
КЗ - аналы ДЕР 
«Га Ap) f(r)dr = z с 
切 比 雪夫 不 等 式 也 可 写成 如 下 等 价 的 形式 : 
Р|Х-,і<Ә>1-%. 
切 比 雪夫 不 等 式 说 明 , 事 件 {|X 一 E(X)|<e} 发 生 的 概率 与 方差 D(X) 关 系 密切 ,方差 
D(X) 越 小 , 则 P{|X 一 E(X) |< RK, BEILA E X 取 的 值 基本 上 集中 在 它 的 期 望 
EE(X) 附 近 , 这 进一步 说 明了 方差 的 意义 . 
由 于 切 比 雪夫 不 等 式 只 利用 随机 变量 X 的 期 望 E(X) 及 方差 D(X) 就 可 以 对 X 的 概率 
分 布 进行 估计 ,因此 它 在 理论 研究 及 实际 应 用 中 很 有 价值 . 


(5.2) 
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EE] 已 知 随机 变量 X WAA EN =u FÉ DA=. 4 e=2o е 30 时， 
用 切 比 雪夫 不 等 式 求 P{|X 一 y|<<e} 的 值 至 少 是 多 少 . 
根据 切 比 雪夫 不 等 式 (5.2), 当 e=2o #le=3o 时 ,分 别 有 


o 
20) 之 1 一 二 二 三 0.75， 
P{| X— p |< 20} с” 


o 
>= = 
P{| Хр |< 30} 97 9 


从 例 1 可 以 看 出 , 当 随机 变量 X 的 分 布 未 知 时 ,利用 它 的 数学 期 望 和 方差 可 以 知道 
P{|X 一 py|<e}) 的 值 至 少 是 多 少 ,从 而 可 以 粗略 地 估算 某 些 事件 发 生 的 概率 . 


5.1.2 大 数 定律 


设 Xi. X, X, 一 随机 变量 序列 ,a 是 一 个 常数 , 若 对 于 任意 的 正 数 
ӘЖ 
ШаР(| Х,-а|<ег)-і, (5:3) 


则 称 随机 变量 序列 ХХ ХВЕ Т а ЕХ, за. 


Е Яя) Bn 是 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 ,p 是 事件 
A 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 , 则 对 于 任意 正 数 e, 有 


imp| рі, (5.4) 
或 
ШИ ро, (5.5) 
即 
na P 


设 随机 变量 X, 为 
T EE 第 上 次 试验 A RE 
0, 第 次 试验 A 不 发 生 
W пл-Х4-Х, + TX, Ж XI. X... X, 相互 独立 , 且 都 服从 以 p 为 参数 的 (0-1) 分 


(k= 1,2,.%,n), 


布 ,从 而 
EXD = р, МХ)-рі-р, k=1,2, sns 
na 1х 1 < _ 
5(%) (Ух) r DEX ps 
Dp( | 22У )- 2 LS DO = =W, 
n иіс 
由 切 比 雪夫 不 等 式 可 得 
p(z) 
o< pÍ |" 中 >:js п2 РО р) 
= п ы У ет ne 
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因此 
limP| "62-0, 
亦 即 
limP| рај. 


伯 努 利 大 数 定律 从 理论 上 证 明了 : 只 要 重复 独立 试验 的 次 数 足够 多 ,事件 A 发 生 的 
频率 “与 其 概率 p 偏差 超过 任意 正 数 。 的 概率 都 趋 于 0, 即 频率 “严重 偏离 "概率 将 几乎 是 
不 可 能 的 . 这 就 严密 地 解释 清楚 了 频率 稳定 到 概率 的 含义 . 正 是 基于 这 一 理论 , 当 很 大 时 ， 


可 以 用 频率 作为 概率 的 近似 值 . 


人 们 在 实践 中 还 发 现 ,除了 频率 具有 稳定 性 以 外 ,大 量 观察 值 的 平均 值 也 具有 稳定 性 ， 


这 就 是 切 比 雪夫 大 数 定律 . 实际 中 常用 的 是 它 的 特殊 情况 . 即 : 


Б ит) 设 随机 变量 Xi ,X:,…,X,,… 相 互 独立 ， 
服从 同一 分 布 ,并 且 具 有 相同 的 数学 期 望 和 方差 : E(Xi) 二 ,D(Xi) 二 ,二 1,2,…, 则 对 


任意 正 数 s, 恒 有 
тр Tx еј 
即 
р у бы 
n, 
因为 
Е(15х.) ыл а” 
п n 1 = 
以 及 


(Ух) 15px Lygi, 


n, 


于 是 ,由 切 比 雪夫 不 等 式 , 对 于 任意 se>0, 有 


о {|x >< 
k=1 


Е т 
从 而 
limP{ Ул. ->= 0, 
即 
пар |2), иј 1. 
从 而 定理 得 证 . 


定理 5. 3 中 要 求 方差 存在 ,实际 上 这 一 条 可 以 去 掉 , 相 应 的 结论 仍然 成 立 . 


(5.6) 


EEEN kka 设 随机 变量 X,X,,…,X,，,… 相 互 独立 ,服从 同一 分 布 , 且 
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都 具有 数学 期 望 E(Xi) 二 j,k 二 1,2,…, 则 对 于 任意 正 数 e, 有 


ШИ Бе 
ра те 


<= 1. (5.7) 


ин. 

辛 钦 大 数 定律 在 实际 应 用 中 是 很 重要 的 FA BE ЗЕЯ Аа ИУ ВАЧ 
的 算术 平均 值 X = LYN 一 定 稳定 于 它 的 期 望 FCX) 一 ,这 为 估计 期 望 值 提供 了 一 条 切 
实 可 行 的 途径 . 如 我 们 要 测量 某 一 物理 量 ,在 一 定 的 条 件 下 重复 测量 "次 得 到 的 测量 值 
Tunas 是 不 完全 相同 的 ,这 些 结果 可 看 作 是 ， 个 独立 随机 变量 Xi Xar X, 的 实验 
数值 .显然 Xa Xa se X, 具有 相同 的 分 布 ,并 且 有 数学 期 望 .由 大 数 定律 可 知 , 当 ， 充分 
大 时 ,次 测量 结果 的 平均 值 可 作为 z 的 近似 值 , 即 


КЕ 
ке Ke 


由 此 所 发 生 的 误差 是 很 小 的 . 
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在 实际 问题 中 ,常常 需要 考虑 许多 随机 因素 所 产生 的 总 的 影响 。 例 如 ,炮弹 射击 的 落 点 
与 目标 的 偏差 ,就 受 着 许多 随机 因素 的 影响 ,如 瞄准 时 的 误差 ,空气 的 阻力 所 产生 的 误差 . 炮 
弹 或 炮 身 结构 所 引起 的 误差 等 。 对 我 们 来 说 重要 的 是 这 些 随机 因素 的 总 的 影响 。 观 察 表 
明 ,如 果 一 个 结果 是 由 大 量 相互 独立 的 随机 因素 的 影响 所 造成 ,而 每 一 个 别 因 素 在 总 的 影响 
中 所 起 的 作用 不 大 , 则 这 种 量 一 般 都 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 。 本 节 将 讨论 在 一 定 的 条 件 
下 ,相互 独立 的 随机 变量 的 和 近似 服从 正 态 分 布 的 问题 ,有 关 的 定理 称 为 中 心 极限 定理 。 这 
里 仅 给 出 两 个 最 常用 的 中 心 极 限定 理 。 

(独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 ) 设 随机 变量 Xi ,Xs: ,…,X,,… 相 互 独立 , 服 
从 同一 分 布 , 且 都 具有 数学 期 望 和 方差 : EX) =y, РОХ) =e: 2>0,k=1,2,-. MJ поо 


时 ,它们 的 和 的 极限 分 布 是 正 态 分 布 , 即 随机 变量 之 和 YI X, 的 标准 化 变量 


XXn 
Y, = k=1 
ho 
的 分 布 函数 F,(z) 对 于 任意 工 满足 
УХ, ли u š 
limF,(z) = limP = Б <<= пр еба = өс». (5.8) 


ШЕП АК. 
这 就 是 说 均值 为 .方差 为 220 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 Xi ,X,,…,X, 的 和 ye 
的 标准 化 变量 , 当 充分 大 时 ,有 
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УХ, m яна 
+1 — —N(.1), (5.9) 
ho 
Ххх, Nm no). 6.10) 
k=1 
128 
еи = 
将 式 (5.9) 左 端 改 写成 一 全 + 上 ,这样 ,上 述 结果 又 可 写成 : 当 充分 大 时 ， 
of Wn с/ An 
X — pg sts 近似 地 [ 2) 
一 N(0,1) 或 Х ~ №, — |. (5.11) 
г/т Ы 


这 是 独立 同 分 布 中 心 极限 定理 结果 的 另 一 种 形式 . 这 一 结果 是 数理 统计 中 大 样本 统计 推断 
的 基础 . 

在 实际 工作 中 ,只 要 足够 大 , 便 可 把 独立 同 分 布 的 随机 变量 之 和 当 作 正 态 变量 . 

把 独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 应 用 到 二 项 分 布 上 ,我 们 可 得 到 另 一 个 重要 的 中 心 极 限 
定理 , 它 是 人 们 最 早 认识 的 中 心 极限 定理 . 

(要 更 旨 - 拉 普 拉 斯 (De Moivre-Laplace) 定 理 ) 

设 随机 变量 (nn 二 1,2,…) 服 从 参数 为 n,p(0 二 p 达 1) 的 二 项 分 布 , 则 对 于 任意 x, 有 


; h — np )= 1 [ Е.Ж 
limP <= = e zd = @(x). (5.12) 
x= | Ара р) Ља) = 


由 于 服从 二 项 分 布 的 随机 变量 可 视 为 n 个 相互 独立 服从 同一 参数 p 的 
(0-D 分 布 的 随机 变量 Xi Xos X, 的 和 , 即 有 加 = Xi, 其 中 EX) = p DX) 一 
p(1 一 p),k 二 1,2,…,n, 故 由 独立 同 分 布 中 心 极限 定理 可 得 


— np 5224 — np 
mP <| = іар 1 < 2 
neco пр(1— р) | те Мпр(1— р) 


人 


这 个 定理 表明 , 正 态 分 布 是 二 项 分 布 的 极限 分 布 . 当 充分 大 时 ,二 项 分 布 可 用 正 态 分 布 来 
近似 ,因而 服从 二 项 分 布 的 随机 变量 的 概率 计算 可 以 近似 地 用 正 态 随机 变量 的 概率 计算 ,这 比 
直接 按 二 项 分 布 的 公式 计算 概率 要 简便 得 多 . 下 面 举 几 个 关于 中 心 极限 定理 应 用 的 例子 . 

计算 机 在 进行 加 法 运算 时 ,对 每 个 加 数 取 整 ( 取 为 最 接近 于 它 的 整数 ), 设 所 有 
的 取 整 误差 是 相互 独立 的 , 且 它 们 都 在 (一 0.5,0.5) 上 服从 均匀 分 布 . 

(1) 若 取 1200 个 数 相 加 ,误差 总 和 的 绝对 值 超过 15 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 多 少 个 数 加 在 一 起 使 得 误差 总 和 的 绝对 值 小 于 10 的 概率 为 0.95 ? 

设 每 个 加 数 的 取 整 误差 为 Xa k=1,2, ,1200, 则 Х..Х,.--.Х, 相互 独立 , 且 都 
在 (一 0.5,0.5) 上 服从 均匀 分 布 ,并 且 有 


E(X) =0, рх) = ТА k= 1,2,---,1200. 
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1200 


2,Х,-1270х0 
(1) 由 独立 同 分 布 中 心 极限 定理 可 知 ,随机 变量 ie УЛЕМ N(0,1)， 
1200 x V1/12 
于 是 所 求 概率 为 


р{ | 1х, |> 15)=1—Р{-15< 2,Х,<15) 
k=] 


k=1 


1200 


X X, — 1200 X 0 
өн ЕЕС <f 2 15 
„1200 x n V1200 x Ер „1200 x |5 


Уух, 
1 | 1.5 < ==: ЕЕЕ ЕЕС 


2(1-Ф(,5)) = 2(1 — 0. 9332) = 0. 1336. 
(2) BA n 个 加 数 ,使 得 


p[|x,|<10)— о.о, 


而 
25 
- = 10 ыт 10 
< < 
Р(||5х4<1) u n/12 n/12 n/12 
~of 10 上 of 10 ) 
(п/12 Vn/12 
10 

-上 

于 是 有 
2 10 —1 = 0.95 
Уп/12 J 

即 


10 
Ф = 0,975 = Ф(1. 96), 
( Vn/12 ) 


T 0 /%- 1. 96 , 解 得 ns*312.37, 取 n=312 即 可 . 
某 保险 公司 有 10 000 人 参加 人 寿 保 险 ,每 人 每 年 付 12 元 保险 费 . 据 以 往 资 料 ， 
人 群 中 pt 0. 006 ,死亡 后 其 家 属 可 向 保险 公司 领 得 1000 元 . 


试问 : 保险 公司 亏本 的 概率 是 多 少 ? 
h енн 10 000 人 中 在 一 年 内 死亡 的 人 数 , 则 依 题 意 ,六 ~ 


33 极限 定 机 恋 量 _ 28710000Х0.006 _ 
B(10 000,0. 006). 由 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 可 知 ,随机 变量 ен 
1/10 000 <0. 0060. 994 


近似 服从 N(0,1). 而 保险 公司 亏本 的 事件 为 {1000%, 之 120 000), Вр (р, > 120) , ñ Br oR 8 
率 为 


m 60 _ 120—60 
Pl 2 120} =1— Р(р <120) =1—P < 
iy i ш j | V59.64 V59.64 | 


х1 — Ф(7.769) ~ 0, 
即 保险 公司 几乎 不 会 亏本 . 

已 知 某 厂 生产 一 大 批 电子 元 件 , 其 中 合格 品 占 1/6, 现 从 中 任意 选取 . 问 至 少 应 
选取 多 少 个 这 种 元 件 ,才能 使 得 选 出 的 这 批 元 件 中 合格 品 的 比例 与 1⁄6 的 差异 不 大 于 0.01 
的 概率 不 小 于 0. 95. 

设 应 选取 n 个 ,并 用 随机 变量 p 表示 任 取 的 个 元 件 中 合格 品 的 个 数 , 则 


1 
ф-ах-- 
һ-8(1.4), Min BIN h BE 5-3 ТЕЛІ ТГ, BDLS RE 5. 
nX—X— 

6 6 


近似 服从 N(0,1). 由 题 意 可 知 ,现在 要 求 n 的 值 , 使 得 


|<0.01)>0.%, 
n 6 


1 
h=” 


n 


Ж-Е оа) 


1 
их 0.01 
<o.o] | == < мін 
ЕЕЕ «2х5 


222Ф(0. 06 /n/5) —– 1, 


于 是 有 
2Ф(0.06 ./n/5) — 1 > 0. 95. 
即 
Ф(0.06 Vn/5) > 0.975 = Ф(1,96), 
亦 即 
0.06 /n/5 > 1.96, 
解 得 


n> 5335. 56. 
故 取 "一 5336, 即 至 少 应 选取 5336 个 这 种 元 件 . 


小 结 


本 章 应 用 切 比 雪夫 不 等 式 ,以 严密 的 数学 形式 论证 了 频率 的 稳定 性 ,讨论 了 随机 变量 序 
列 XX ,Xs，…，X,… 的 算术 平均 值 虐 > х, 依 概率 收 化 于 菜 个 常数 的 大 数 定律 :给 出 了 大 量 


的 随机 变量 之 和 了 X, 近似 服从 正 态 分 布 的 中 心 极限 定理 . 


第 5 章 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 


基本 要 求 : 

(1) 理解 切 比 雪夫 不 等 式 与 大 数 定律 的 内 涵 . 

(2) 掌握 独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 和 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 的 条 件 、 结 论 ， 
并 熟练 应 用 它们 来 进行 近似 计算 . 

重点 与 难点 : 

利用 切 比 雪夫 不 等 式 和 中 心 极 限定 理 估 计 和 近似 计算 一 些 简单 事件 的 概率 . 

本 章 知识 结构 : 


TUE 
大 | БЕТІ 切 比 雪夫 大 数 定律 
š ET 7 
F 独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 
ii 中 心服 定理 | | 要 ШЕШКЕН 
Ж 用 切 比 雪夫 不 等 式 估算 概率 
理 | 一 | 概率 计算 il 

用 中 心 极限 定理 近似 计算 概率 

习 题 5 


1. 设 随 机 变量 X 的 方差 为 D(X)==2, 则 根据 切 比 雪夫 不 等 式 估计 P{|X 一 ECX)| 之 2} 
< 5 

2. 设 X 为 随机 变量 , 且 E(X)=6,D(X)=4, 则 Р(0<-<12)> 

3. 设 随机 变量 Xi ,X: ,…,Xio 相 互 独立 同 分 布 , 尼 (Xi) 王 1,DCX) 王 16 一 1,2，…， 


100 


100. 求 P{ X3 X, > 200}. 
4. 设 某 种 电子 元 件 的 寿命 是 相互 独立 的 随机 变量 ,而 据 以 往 经 验 知道 ,这 种 电子 元 件 


的 寿命 服从 以 ] 为 参数 的 指数 分 布 ， 现 从 中 任意 抽取 16 只 , 求 这 16 只 元 件 的 寿命 总 和 在 


1280—1920 h 之 间 的 概率 . 

5. 设 有 个 零件 ,它们 的 重量 Xs Xost X, 都 是 相互 独立 、 服 从 同一 分 布 的 随机 变 
量 ,其 数学 期 望 为 0.5 kg, 均 方差 为 0.1 kg. Жа 只 零件 的 总 重量 超过 2510 kg 的 概率 不 
大 于 0.05, 则 n 至 多 是 多 少 ? 

6. 设 某 产品 的 不 合格 品 率 为 0.1, 现 从 中 任 取 100 件 , 则 合格 品 至 少 有 85 件 的 概率 是 
多 少 ? 

7. (1) 独立 地 抛 搁 一 枚 均匀 的 硬币 100 次 ,出 现 反面 的 次 数 与 50 的 差 的 绝对 值 不 超过 
5 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 要 使 抛掷 一 枚 均匀 的 硬币 出 现 反 面 的 频率 与 0. 5 的 差 的 绝对 值 不 超过 0. 005 的 概 
率 不 小 于 0. 99 ,至 少 需要 抛掷 多 少 次 ? 

8. 设 电话 总 机 共有 150 个 电话 分 机 ,每 个 分 机 都 有 5% 的 时 间 使 用 外 线 , 且 是 否 使 用 外 


线 相互 独立 . 要 保证 每 个 用 户 有 95% 的 把 握 接 通 外 线 , 总 机 至 少 要 设置 多 少 条 外 线 ? 


补充 与 提高 


9. Ж E(X)=E(Y)=2,D(X)=1,D(Y)=4,B ру = 0. 5,0] P(| X—Y|26) 
< А 
10. 设 随 机 变量 Xi ,X: ,…,X, 相互 独立 ,S, = ХА HX 1-Х, o AR у ІН ЕДІ ih 
心 极限 定理 , 当 交 充分 大 时 ,S, 近似 服从 正 态 分 布 ,只 要 Xi ,Xs,…,X,(  ). 

(A) 有 相同 数学 期 望 (B) 有 相同 方差 
(C) 服从 同一 指数 分 布 (D) 服从 同一 离散 分 布 

11. 为 检验 一 种 新 药 对 某 种 疾病 的 治愈 率 为 80% 是 否 可 靠 ,给 10 个 患 该 疾病 的 病人 同 
时 服药 ,结果 治愈 人 数 不 超 过 5 人 . 试 判断 该 药 的 治愈 率 为 80% 是 否 可 靠 . 

12. 某 灯 泡 厂 生产 的 灯泡 的 平均 寿命 为 2000 h, 标 准 差 为 250 h, 经 技术 革新 后 使 平均 
寿命 提高 到 2250 hb, 标准 差 不 变 . 为 了 确定 这 一 革新 成 果 ,任意 选 取 若 干 只 灯泡 来 作 检查 , 若 
这 些 灯泡 的 平均 寿命 超过 2200 h, 就 承认 革新 有 效 ,批准 采用 革新 后 的 新 工艺 . 问 至 少 应 检 
查 多 少 只 灯泡 ,才能 使 检查 通过 的 概率 超过 0. 9977 


参数 估计 


从 这 一 章 开始 ,我们 将 介绍 数理 统计 的 内 容 . 数理 统计 是 一 门 应 用 性 很 强 的 数学 分 支 ， 
它 以 概率 论 的 理论 为 基础 ,根据 试验 或 观察 得 到 的 数据 来 研究 随机 现象 ,对 随机 现象 的 客观 
规律 性 做 出 一 些 合理 的 估计 和 判断 . 数理 统计 的 核心 部 分 是 统计 推断 , 即 根据 样本 包含 的 信 
息 来 建立 关于 总 体 的 各 种 结论 , 它 包含 两 个 基本 问题 : 估计 问题 和 假设 检验 . 这 一 童 我 们 将 
主要 介绍 总 体 参数 的 估计 问题 . 


6.1 总 体 与 样本 


6.1.1 总 体 


在 数理 统计 中 ,通常 把 被 研究 对 象 的 某 种 数量 指标 的 全 体 称 为 总 体 . 总 体 中 的 每 个 
元 素 称 为 个 体 ,每 个 个 体 是 一 实数 . 例如 某 工 厂 生产 的 灯泡 寿命 的 全 体 是 一 总 体 , 每 一 
个 灯泡 的 寿命 是 一 个 个 体 ; 某 高 校 二 年 级 学 生 “ 概 率 统计 ”成 绩 的 全 体 是 一 总 体 ,每 个 
学 生 的 成 绩 是 一 个 个 体 . 对 总 体 的 数量 指标 X 而 言 ,每 个 个 体 所 取 的 值 可 能 是 不 同 的 ， 
在 试验 中 ,抽取 若干 个 个 体 就 可 以 观察 到 X 的 这 样 或 那样 的 数值 ,因而 这 一 数量 指标 
X 是 一 随机 变量 .我 们 对 总 体 的 研究 就 是 对 相应 随机 变量 X 的 分 布 的 研究 . X 的 分 布 
函数 和 数字 特征 就 称 为 总 体 的 分 布 函数 和 数字 特征 ,今后 将 不 区 分 总 体 和 相应 的 随机 
变量 ,统称 为 总 体 X. 


6.1.2 ЖЖ 


在 实际 中 ,总 体 的 分 布 一 般 是 未 知 的 .为 了 获取 对 于 总 体 的 分 布 的 知识 ,一 般 的 方法 是 
对 总 体 进 行 抽样 观察 ( 即 从 总 体 中 抽取 一 部 分 个 体 ,逐个 观察 其 数量 指标 ) ,从 而 获得 总 体 X 
的 一 组 数据 ,借助 这 组 数据 采用 科学 的 方法 对 未 知 总 体 进 行 合 理 的 推断 . 

从 总 体 X 中 随机 地 抽取 ? 个 个 体 ,逐个 观察 其 数量 指标 ,其 数量 指标 为 X, X... ер 
这 里 每 个 X;(i 二 1,2,…,n) 都 是 随机 变量 , 称 X ,XX;,…,X, 是 一 个 来 自 总 体 X 的 样本 ,n 
称 为 这 个 样本 的 容量 .n 次 观察 一 经 完成 ,就 得 到 一 组 实数 га се ,zx, ,它们 依次 是 Xi ， 
X;，,… X, 的 观察 值 , 称 为 样本 值 . 

抽取 样本 的 目的 是 为 了 对 总 体 进行 统计 推断 ,因此 对 抽取 的 样本 有 一 定 的 要 求 . 通常 样 
本 需 满足 两 个 条 件 : 


(1) Xi, X250, X, 相互 独立 ; 

(2) Х,.Х,,---.Х, 都 与 总 体 X 具有 相同 的 分 布 . 

满足 这 两 个 条 件 的 样本 X, ,XX,,…,X, 称 为 来 自 总 体 X 的 一 个 简单 随机 样本 ,简称 样 
本 . 今后 所 提 到 的 样本 都 指 简单 随机 样本 . 


BOX X... Xo АМЕ ХУМА, ЮВ. R: (1) Y = ХХ, 的 概率 密度 ; 
(2)Р{12<Ү<20). 
由 题 意 知 Xi ,Xs，… ,X16 独立 同 服从 N(1,4). 


OY = ХХ, АЕА Мио) Д 
i=] 
16 
= B(Y):= ХЕОО-16. 
i=1 


16 
a: = DY) = X D(X) = 64. 
i=1 


所 以 
Y ~ №16,64), 
其 密度 为 
1 0-10) 
f(y) = e 128 
V2r • 8 
(2) P(12 < Y < 20} (22—16) «Шың Ф(0.53- Ф-0.5) 


= 2Ф(0.5)-1 = 2 X 0. 6915 —1 = 0. 383. 
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样本 是 进行 统计 推断 的 依据 .但 在 应 用 时 往往 不 是 直接 使 用 样本 本 身 , 而 是 利用 样本 的 
适当 函数 来 进行 统计 推断 ,为 此 我 们 引入 统计 量 的 概念 . 

W Xi. X... X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ,g (Xi ,X,，…,X, ) 是 样本 的 连续 函数 . 如 果 g 
中 不 包含 未 知 参数 , 则 称 (Xi. X... ,X, ) 是 一 个 统计 量 . 若 zi ,x:，… z, 是 相应 于 样本 
Х.Х, Н.Х, 的 观察 值 , 则 g (zi ,zs，… ,zx,) 是 统计 量 g(Xi ,XX ,…,X, ) 的 观察 值 . 

ik: 统计 量 g(Xi ,Xs,…,X, ) 是 随机 变量 的 函数 ,因而 是 一 个 随机 变量 . 


下 面 介绍 几 种 常用 的 统计 量 . 
设 x, .Х, "Хх, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ,zz 9T2 > °°° Z, 是 相应 的 样本 值 . 
(1) 样本 均值 观察 值 
= z= Уы. (6.1) 
(2) 样本 方差 观察 值 
CD i Di 


102: 第 6 章 参数 估计 
-H(Èx nX? ), (6.2) 
(3) 样本 标准 差 
s= /s хо Хы, (6.3) 
(4) Ë k MERE 观察 值 
л-АУ Xt, k=, а-ы, = 1,2,9. (6,4) 


从 某 厂 生产 的 同 种 零件 中 抽 得 10 个 零件 , 测 得 重量 (单位 : Ко) X 10. 1,10, 
9.8,10.5,9.7,10.1,9.9,10.2,10.3,9.9. 求 : (1) 样 本 均值 x; (2) 样 本 方差 š. 


1: 
з= У) = 10.05; 
1 52% 10.05 


ізі 


= 1 Se= z) = 0.0583. 


A т 
6.3 常用 统计 量 的 分 布 


在 数理 统计 中 ,由 总 体 X 中 获得 样本 后 ,通常 是 借助 于 样本 的 函数 对 未 知 总 体 进行 统 
ИЫН. 为 了 实现 这 一 目的 ,需要 了 解 样本 的 函数 所 服从 的 分 布 , 即 统计 量 的 分 布 .本 节 介绍 


几 种 常用 统计 量 的 分 布 . 
6.3.1 X 2? 分布 
设 Xi. X... X, 是 来 自 总 体 N(0,1) 的 样本 , 则 称 随机 变量 


Z = XT XI T X: (6.5) 
服从 自由 度 为 МҮ Жіп 2 2 (nm) ,其 中 是 上 式 右边 独 立 变量 的 个 数 . 
可 以 证 明 y? (n) 分 布 具 有 概率 密度 


hs і>0 
Гроба) = (2) ， (6.6) 
0. 其 他 
其 中 TCD) -| ez" ах (s2>20) 2 (Gamma 17) Ж, feo (z) 的 图 形 见 图 6-1. 
0 


可 以 证 明 下 述 结论 : 
D R р a, W EG) =n, D) =2n; 
(D т т) ода O), E оа WEM MI 
É Ly — Ym +n). 
р (п) ,对 于 给 定 的 正 数 a(0<a<1), 称 满足 条 件 
Pi >x0}=a 
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(ТƏ) 


图 61 图 6-2 


不 同 的 em 的 上 a 分 位 点 x? (m) 的 值 已 制 成 表格 可 以 查 用 ( 见 附 表 A.3). Ш Z, 09- 
36. 191. 


6.3.2 1% 
B X~N0,1),Y ~z (n), E Х.У 相互 独立 , 则 称 随机 变量 
x 
T= (6.7) 
VY/n 
服从 自由 度 为 n 的 1 分布 , 记 为 T~). 
1 分 布 的 概率 密度 为 
r п+1 ый 
ла) 2 ) (1+2) 5 везе ва (6. 8) 
Уш. r[2) ! 


广 (z) 的 图 形 见 图 6-3. 
TEW lim fra) = = et. 
设 T~t(n) ,对 于 给 定 的 正 数 a,0 达 a 过 1, 称 满足 条 件 
PIT >La = о 
的 点 到 CD) 为 ta) 分 布 的 上 a 分 位 点 ( 见 图 6-4). 


Жж 


图 6-3 
t(n) 的 值 可 查 附 表 A. 4. fE n2>44 时 可 利用 (sx 得 到 . 
6.3.3 ЕЛІ 
iË Ху (т), n) B X,Y 相互 独立 , 则 称 随机 变量 


服从 自由 度 为 m,n 的 下 分 布 , 记 为 下 ~F(mz). 
HUE АИЙ „Е Fn п): Fm). 


F(m,n) 分 布 的 概率 密度 为 


fr(z) 的 图 形 见 图 6-5. 
设 F~F(m,n), 对 于 给 定 的 正 数 a(0 达 a 二 1) , 称 满足 条 件 PIFF, (m,n)} =a 的 点 
下 (m5) 为 FCm,n) 分 布 的 上 a 分 位 点 ( 见 图 6-6). 


flx) 


图 6-5 


其 他 


Л) 


Едт, п) x 


图 66 


Е, Оппа А. 5 查 到 . 它 具 有 性 质 


Е,_„(т,п) = 


6.3.4 正 态 总 体 的 统计 分 布 
BX Х.е, X, 是 来 自 正 态 总 体 N (po 的 样本 , 则 由 3.5 节 内 容 知 


21% É 
х= „УХ N[ =). 


关于 正 态 总 


ol 
Е, (n,m) 


X—p ~ мо,р). 
of үп 


IE Nu ) 的 样本 均值 X 和 样本 方差 S* 还 有 如 下 结论 : 


(п = 1)5 


1 


а? 


УХ, X: ~pa) 


і=1 


с? 


H X 5S 相互 独立 . (证 明 见 本 节 附 录 ) 


AE pt 
S/ Үл 


(6.10) 


(6.11) 


(6.12) 


(6.13) 


(6.14) 


由 式 (6. 12) 及 式 (6. 13) , 按 :分 布 定义 有 


Х-и 
Х-а г/ Yn езі асса); 
S/n /1 
ГА 


Н o 
定理 6.1 的 证 明 . 


TW X=(X,,X,,--, XD WA 


“Í 
E(X) = | : | D(X) = Z I. 
ГА 


WA n EERE A ,其 第 一 行 的 每 一 个 元 素 均 为 1/Vn, 如 


t w 61 l 
G Ja Ja Е 
1 _ 1 0 0 
2х1 2х1 
А = 1 1 2 0 
3х2 3х2 3X2 
I 1 1 . n=l 
п(п = 1) п(п = 1) п(п = 1) Vn(n— 1) 
令 Y=4X, 则 由 多 维 正 态 分 布 的 性 质 知 Y 仍 服从 维 正 态 分 布 , 其 均值 和 方差 分 别 为 
ГІ 
Е(Ү) = A ° E(X) = 9 


0 
D(Y) = А • уаг(Х) * AT = А • èI» AT = AAT = el. 
由 此 ,Y= 二 (Yi,Y,，,…,Y,)” 的 各 个 分 量 相 互 独立 , 且 都 服从 正 态 分 布 ,其 方差 均 为 ,而 均 


值 并 不 完全 相同 . ВИА о Y, ТОЛАР Yi =VX hF YY? 
ҮТҮ = ХТАТАХ = Ух ,故而 


i=1 


a— DS = X) (X, — Xy: = У) Qn XX: = DY 
ізі ізі =1 
由 于 Y: ,…,Y, 独立 同 分 布 于 N(0,0), 于 是 有 


Үй У. 
i=2 
a- 1)S Үү 
n z D$) ~y (a=1). 
sí 
NHTX= Y,, S = 
h 


DY ,所 以 X 5 S' 相互 独立 ,这 就 证 明了 定理 的 


36.13). 
6.4 参数 的 点 估计 


参数 估计 是 统计 推断 的 基本 问题 之 一 , 它 包含 参数 的 点 估计 与 参数 的 区 间 估 计 . 本 节 讨 
论 参 数 的 点 估计 . 
6.4.1 参数 的 点 估计 的 概念 

人 们 常会 遇 到 这 样 一 类 问题 : 已 知 总 体 的 分 布 函数 ,但 它 的 一 个 或 多 个 参数 未 知 . 例如 
已 知 总 体 服 从 指数 分 布 , 但 不 知 其 参数 0 等 于 多 少 , 这 时 人 们 希望 借助 于 总 体 的 一 个 样本 来 
估计 参数 0. 这 种 问题 称 为 参数 的 点 估计 问题 . 

某 地 区 去 年 每 月 因 交 通 事故 死亡 的 人 数 如 下 : 

3,%;0;5,4,21%0,7;2,042 

假设 每 月 交通 事故 死亡 的 人 数 X RA ЖОН WWE A RA ASO. 试 估计 参数 4. 

由 于 ХРО) ,所 以 一 ECX). 

Х.Х, Н.Х, 是 总 体 X~P(4) 的 样本 ,由 大 数 定律 知 


z P 
х= У 00 


n i=1 
故 可 以 用 X 的 观察 值 工 作为 4 的 估计 值 .于 是 的 估计 值 为 去 = 15(3 十 2 十 0 十 5 十 4 十 3 十 


1 十 0 十 7 十 ?十 0 十 2) 一 2. 417. 

设 总 体 X 的 分 布 已 知 ,但 其 中 有 一 未 知 参数 0, Xi, X... X, 是 来 自 总 体 
X 的 样本 ,x оло оол, 为 相应 的 样本 值 . 构造 一 个 适当 的 统计 量 СХ, ,X: ,…,X,) ,然后 用 
它 的 观察 值 0(zi ,zs，…, zx,) 来 估计 9 的 真 值 , 称 90(X,,X,,…,X,) 为 0 的 估计 量 , 称 
бау зло yzs) 为 0 的 估计 值 ,在 不 致 引起 混淆 的 情况 下 ,估计 量 和 估计 值 简称 为 估计 , 记 
为 0. 值得 注意 的 是 : 估计 量 是 样本 的 函数 ,估计 值 是 估计 量 的 函数 值 ,对 不 同 的 样本 值 ,0 
的 估计 值 往往 是 不 相同 的 . 
6.4.2 点 估计 的 两 种 常用 方法 

1. 矩 估 计 法 


在 例 1 中 以 样本 均值 一 52% 作为 总 体 均值 E(X) =a 的 估计 量 , 即 用 一 阶 样本 抵 


作为 一 阶 总 体 矩 的 估计 量 从 而 求 出 未 知 参数 的 佑 计量 ,这 种 方法 实际 上 就 是 矩 估 
计 法 。 
设 Xi. X... X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 ， 


ы-ЕОӘ, A, = L x:. 
ісі 
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由 于 样本 Xi, Х.Х, 独立 同 分 布 ,于 是 ХІ. Хо, е, Xa 也 独立 同 分 布 ,因而 
EX4) = E(X:) = pn, i= 1,2,n. 


由 大 数 定律 知 ГЕ п ВЕКИ Л, ,因此 可 用 A, 作为 ws 的 佑 计量 . 一 般 地 ， 
HEER KY k ВЛАЕ Е е 阶 和 矩 的 估计 量 来 求 未 知 参数 的 点 估计 方法 称 为 矩 估计 法 . 所 求 
得 的 估计 量 称 为 矩 估 计量 ,估计 值 称 为 矩 估 计 值 . 

具体 做 法 如 下 : 

设 总 体 X 的 分 布 已 知 ,其 中 含有 工 个 未 知 参数 0 ,0,,… ,0.， 


ке 
| I Hfl hsbs dr, 连续 总 体 


ш--ЕСХӘ ез > 2 
Уард 0.0), 离散 总 体 


令 ш(0,.0,,"Һ-0.-А,.8-1,2 НОХОД 
6% = Ô (X1 Xa Xn), і-1,2,5-,1., 

ETEK 0,,0,,59.0, 的 估计 量 , 即 为 所 求 的 矩 估 计 。 

已 知 总 体 X 的 概率 密度 为 
| 
0， 其 他 
其 中 0>>0,0 为 未 知 参 数 ,Xi ,X,，,…,X, 为 总 体 X 的 样本 ,zzz,，…,zw 为 相应 的 样本 值 . 
求 0 的 和 矩 估计 量 和 矩 估计 值 . 


+c 1 
m = E(X) = | zf(z)dz = | 2400014: = г 
Е А 


Га) E 


+1 
令 
B -A= 
10 +1 
得 
(хү 
и (5%) 


" М па ГАТТ > асы f ge We 
所 以 所 求 算 估 计量 为 6 (т) Emir =]. 

设 X 服从 [0, 拉 上 的 均匀 分 布 ,8 未 知 ,Xi ,X: ，…,X, 是 总 体 X 的 一 个 样本 . 求 
0 的 矩 估计 量 . 

因为 X 在 [0, 拉 上 服从 均匀 分 布 , 所 以 总 体 X 的 一 阶 逢 为 二 ECX) 一 也 又 


样本 的 一 阶 矩 为 4 = LXX = X, $ А-а, X= E, 所 以 0 的 矩 信 计 量 为 


0=2X. 
设 总 体 X 的 均值 为 ,方差 为 ,其 中 ,0 未 知 ; Xi X: 555; Х. 为 样本 ,zi ， 


азот, 为 样本 值 . 求 wo 的 矩 估 计量 . 
а = р J = E(X:) = D(X) +[E(X)] = = + 2. 


А 
а = А 
И = А, 
有 
к= А, 
a +, = A, 
解 得 
р= А = Х 
7 = А, – = А, – А! 
所 以 所 求 矩 估计 量 为 
Ё=Х = TAX; 


2 极 大 似 然 估 计 法 

极 大 似 然 估计 法 的 直观 想法 : 设 总 体 X 的 分 布 已 知 , 但 其 中 含有 未 知 参数 0. 如 果 随 机 
试验 的 结果 得 到 样本 观察 值 mn ,zz,…，,zw, 则 我 们 选取 使 这 组 样本 观察 值 出 现 的 可 能 性 最 
大 的 0 作为 0 的 估计 值 . 

已 知 总 体 X 的 分 布 律 为 P{X=x}=p*(1 一 p) ,zx 二 0,1, 其 中 0<p<<1 未知， 
如 果 取 得 样本 值 为 x 二 0,x; 二 zx 二 1, 试 估计 的 值 . 

由 题 意 知 ,在 一 次 抽样 中 ,事件 {X, = 0, Xs 一 1, Xs 二 1) 发 生 了 ,所 以 应 选 使 
PIX=0,X,=1,X,=1)# Kb р 的 估计 值 . 由 于 

PIX: = = 1 X; = 1) 
= Р(Х, -0)«Р(Х, =1) * PIX, =1) = (1—p)p’, 


= TIMOR р АННУ. 

D 总 体 X 是 离散 型 的 情况 

设 总 体 X 是 离散 型 的 , 它 的 分 布 律 PIX=x)=p(z.0).0C 6.0 为 待 估 参 数 ,9 为 0 的 
取 值 范围 . Xi ,X: ,…,X, 是 来 自 总 体 的 样本 ,zi ,zz,…',zw 是 对 应 的 样本 值 .事件 {X =, 
Хұ-тае".Хы-л, ОН 

工 (0) 一 工 (zz е z, 0) = КЕТ? (6.15) 

这 一 概率 随 0 的 取 值 而 变化 , 它 是 9 的 函数 ,L(0) 称 为 样本 的 似 然 函 数 . 就 固定 的 样本 值 
лууда yzsy 在 0 的 取 值 范围 内 ,挑选 使 概率 工 (0) 达 到 最 大 的 参数 值 0 作为 0 的 估计 值 , 即 
1.0) = пахі. (0). 这 样 的 0 与 样本 值 ri ,zs ,…,zs 有 关 , 记 为 gCzi ,zs，,…,zx,), 称 为 0 的 极 
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大 似 然 估计 值 . 相应 的 统计 量 IA I ,X: ,…,X,) 称 为 参数 0 的 极 大 似 然 估计 量 . 
2) 总 体 X 是 连续 型 的 情况 
设 总 体 X 是 连续 型 的 ,其 概率 密度 f(z,0) 形 式 已 知 , 且 0E 6,@ 是 0 的 取 值 范围 ,0 是 待 估 


参数 X Xe. X, БА X 的 样本 , 则 样本 X, =, X, 的 联合 概率 密度 为 | ,0)， 


它 的 大 小 与 (Xi ,X:，…,X,) 落 在 点 (zzz,…yz) 附 近 的 概率 大 小 成 正比 , 当 样 本 值 
19T2， Tn 固定 时 , 它 是 0 的 函数 , 记 为 工 (0) ,并 称 


LO) = 100) = [|[ fx,0), 0€0 (6.16) 


为 似 然 函 数 . 类 似 于 上 面 的 讨论 ,我 们 选取 使 L(0) 最 大 的 0 作为 0 的 估计 . 

极 大 似 然 估 计 法 的 一 般 步 骤 如 下 : 

(1) 建立 似 然 函 数 

L(0) = П»с ,0) 或 ШЕТ) 

(2) 求 L(0) 的 极 大 值 点 0, 即 为 所 求 . 

(Ü an apa) 

Ж. 有 多 个 待 估 参 数 时 ,可 用 多 元 函数 求 极 值 法 . 

EE] tik х-вао, p), 0<p<1 是 待 估 参 数 , Xi X... X, 是 来 自 总 体 的 样本 ， 
дуздо зол, 是 相应 的 样本 值 . 求 p 的 极 大 似 然 估计 值 与 估计 量 . 


因为 X~B(10,p), 所 以 P{X=x} (“уға pP)” 了 ,z= 二 0,1,…,10, 故 似 然 
函数 为 


* (10 
Іф) = Ш рав 


Xi 


п 10 п п 
In L(p) = In Ш l Дә СЕ Уа һа = р). 


ізі 


> 


У х: 10п- St, 
ісі 


dln L(p) i=1 
dp b 1—p 
解 得 p 的 极 大 似 然 估 计 值 为 


0, 


= ШЕ == 
Р 10п 128 үр” 
估计 量 为 
-X 
P= io 


МШ 设 总 体 X 的 概率 密度 为 

(8:41, 0<і<і1 

0, 其 他 

其 中 0>0 未 知 ,zi ,x;，… ,zx, 为 样本 值 . 求 0 的 极 大 似 然 估 计 值 . 
(1) 似 然 函 数 


f(z,0) = 


LO = П.а). 
ізі 


і=1 


(2) In L(0) = yh0+ (0— Din( ы). 
i=1 


令 


dnL() _ n l, 1 ту 
20 27%1 (Пе) 0 


得 极 大 似 然 估计 值 为 


Siz 
Ж X ~N) p ЖАН ооло ооз, 是 来 自 总 体 X 的 样本 值 ， 
R рала? 的 极 大 似 然 估计 值 . 
X 的 概率 密度 为 


1 аю? 
Тао) = е 22 
270 
-Dat 
Llp) -本 sE = (2)? (Pte % , 
ігі a 


Ут Шай 


In 1.(и,о7) 2іп2ж эте ыш 


20? 
令 
> Ny 
aln Llp) > # 0 
Уша) 
aln (иза?) a 1 + 0 
дд? 2 т 20! 
得 
дЕ 2 Ti = x 
n i=1 i 
а-у зу 
п 
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>, z>0 
设 总 体 X В 70 0, TPI ORA ror, 为 样本 


其 他 
值 . 求 b 的 极 大 似 然 估计 值 . 
似 然 函 数 


А -Da 
LO = JI faso 1" n20, i= 1.2... 
ы. 0, 其 他 . 


L'(0) = Бы >0, г, 20, і = 1,2, ,п. 

L(0) 是 9 的 增 函 数 ,在 9 的 取 值 范围 9<x; 内 ,0 КИН тіп (лу олоо еол, М LORK, 
故 0 的 极 大 似 然 估计 值 为 0=min{x PE EE A 
6.4.3 估计 量 的 评选 标准 

由 例 2.8] 7 可 见 , 对 于 同一 参数 ,用 不 同 的 估计 方法 求 出 的 估计 量 可 能 不 相同 ,我 们 自 
然 会 问 ,采用 哪 一 个 估计 量 为 好 呢 ? 因此 有 必要 建立 评价 估计 量 好 坏 的 标准 . 估计 量 是 一 个 
随机 变量 ,对 于 不 同 的 样本 值 ,一般 会 给 出 参数 的 不 同 估计 值 , 因 而 评价 估计 量 的 好 坏 时 ,应 
从 某 种 整体 性 质 去 衡量 . 下 面 介绍 几 个 常用 的 标准 . 


1. 无 偏 性 
我 们 希望 估计 量 0 的 取 值 不 要 偏 高 也 不 要 偏 低 , 对 不 同样 本 值 , 它 的 值 应 在 0 真 值 附近 
摆动 , 即 0 的 平均 取 值 与 0 的 真 值 基本 一 致 ,于 是 导出 了 无 偏 性 标准 . 


90-дйСХ,,Х, ，…,X,) 为 参数 0 的 估计 量 , 若 Е(0)-0.Шк 0 220 的 无 偏 
估计 量 . 
设 总 体 X 的 均值 为 ,方差 为 ,Xi Xor X, 是 来 自 总 体 的 样本 . 证明， 


OD 样本 均值 X = 1 > X 是/ 的 无 信 估 计量. 


(2) 样本 方差 S: = Lya — X): 是 的 无 偏 估计 量 . 
іті 


G) 矩 估 计量 宇 = +>, -XV жағ 的 无 偏 估计 量 . 
证 明 
(1) 因为 

E(X) = ЕХ) =p, i= 1,2,n, 


ЕФ) = є І Ух )- ууд, 
n; n i=1 
MW a= Х Eu 的 无 偏 估计 量 . 
(2) рО = D(X) = P EX = ООХ) HEKO - +, 


2 
È ЕО = DX) +E? = Z4. 
n n 


роо = PRE 
n imi 


Wess 


ES) =E | i Q, х*|- (Èx nX?) 


= ИЫ 


= e (п= 1)0 =ð. 
п 1 


所 以 S ТЕ 的 无 偏 估计 量 . 


Een) = Е. Уух Х| 616) 1 а, 
所 以 失信 计划 六 = LY ОХ, X 不 是 BIR. 

2 有 效 性 

有 时 一 个 参数 存在 许多 无 偏 估计 量 ,选用 哪 一 个 好 呢 ? 显然 应 该 看 它们 哪 一 个 取 值 更 
集中 在 真 值 0 附近 , 即 与 0 一 E(D) 偏 离 越 小 越 好 . 而 方差 DB) 是 描述 9 与 9 二 E( 扩 偏离 程 
度 的 ,于 是 我 们 有 第 二 个 评选 标准 . 

0 0, ,0, 都 是 参数 0 的 无 偏 估 计 , 若 D(0,)<D(0,) . WJ 0, 80 0, 8. 

ЖИ BEIE X WEK u HEH P>, X X 是 样本 .证 明 : 


аға FX TX, h X СХ, HXH p 的 无 偏 估计 ; 


(2) а B ia 有 效 . 
证 明 


& Rg 2 W Š 1 2 
а» Еф) E(BX +2х.) LED + EX) = dnt Zp=p 
同 理 
EG) = a, 
š | 2 1 4 5 
(2) Рд) D(X +2.) Трохо+ ро) = 58, 


sa 1% 
D(&) = 29 ， 
由 于 D) <D), PVA poo 8 Н. 
3. 一 致 性 


上 述评 定 估计 量 好 坏 的 标准 一 一 无 偏 性 .有效 性 ,一 般 都 是 在 所 取样 本 容量 固定 时 提出 
的 . 当 样本 容量 增 大 时 ,我 们 自然 希望 估计 量 能 充分 接近 于 待 估 参 数 ,于 是 有 下 述评 选 标准 。 


H 0=00Х, ,Xs，,…,X,) 为 参数 0 的 估计 量 , 若 对 任意 e>0, 有 
limP(|0—0|<e) = 


则 称 0 为 0 的 一 致 估计 量 . 


例如 : 设 XX X... Xn 是 总 体 X 的 样本 , 目 yi 一 E(X*),D(X*) 存 在 (k=1,2,*…,m). 
由 大 数 定律 及 上 述 定义 知道 ,样本 均值 X 是 总 体 值 w 的 一 致 估计 ,样本 ИА, 是 总 体 
k Біл, 的 一 致 估计 (k=1,2,…,m). 


6.5 区 间 估 计 


前 面 讨 论 了 参数 的 点 估计 , 即 如 何 根据 样本 观察 值 求 得 参数 的 估计 值 . 在 实际 问题 中 ， 
不 仅 需 要 求 出 这 些 参 数 的 估计 值 ,而 且 往 往 还 需 大 致 估计 这 些 估计 值 的 精确 性 与 可 靠 性 , 因 
此 需要 引入 另 一 类 估计 一 一 区 间 估 计 . 在 区 间 估 计 理 论 中 ,被 广泛 接受 的 一 种 观点 是 置信 区 
间 , 它 是 由 奈 曼 (Neymann) 提 出 的 . 
6.5.1 置信 区 间 的 概念 

设 0 是 总 体 分 布 中 的 未 知 参数 ,0E 8, Xi ,X,,… X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 . 
对 给 定 的 值 1—а(0<а<1) , 若 存 在 两 个 统计 量 0 (X,,X,,- X.) 5 0, (X, «Хан ХАЖ 

P{ <0<0,)-1-а, 

则 称 随机 区 间 ( 名 ,名 ) 为 0 的 里 信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 , 又 分 别称 外 30, 为 0 的 置信 下 限 
与 置信 上 限 ,1 一 a 称 为 置信 度 . 一 旦 有 了 样本 值 ri олоо еол, KEO ,0 ) 也 随 之 确定 , 它 
是 一 个 普通 区 间 ,也 简称 为 置信 区 间 . 

置信 区 间 的 意义 : 若 多 次 抽样 (每 次 抽样 容量 相同 ), 则 每 次 抽样 都 会 得 到 一 个 置信 区 
EÔ, .0,) ,这 些 置 信 区 间 , 有 的 包含 0 的 真 值 ,有 的 不 含 0 的 真 值 ,包含 0 真 值 的 约 占 有 
100(1—a) %. 
6.5.2 寻找 置信 区 间 的 方法 

先 看 一 个 例子 . 

设 总 体 X~ NGeso) ,o BA, p 未知,X1,X,，…,X, 为 来 自 总 体 X 的 样本 . 求 
4 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 . 

样本 均值 X 是 jy 的 无 偏 估 计 , 从 X 出 发 选取 一 个 样本 与 未 知 参 数 的 函数 Z= 


А- EL 
рі ( 枢 轴 量 ), 且 有 


2= Х-и uU м,р). 
с/ үп 


对 事先 给 定 的 1 一 a, 确 定 a,b, 使 


P ете ы =]; 


of үп 
显然 满足 条 件 的 a,b 不 止 一 对 .我 们 选取 a= — za b= za HP xu 是 标准 正 态 分 布 上 六 
分 位 点 .由 


X— 
ғ жал < J <) а 
# 
i a А a 
TE 
(X -Eeen X + | (6.17) 
п п 


为 4 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 . 
HS 1 一 a 二 95%, 则 jy 的 95% 的 置信 区 间 为 
X—1.96 —,X +1.96 Z 
( vn F) 
用 该 区 间 估 计 p, IA E E р HHI Е д 95 70, B REI L 95% KY HEHE W 


言 : 以 X IC 的 绝对 误差 小 于 1.96 -一 . 
Т 
若 取 a= —<x b= z MWE 
X—p 
жаз < < 2.3 |= š 
Pf 24/3 БЕУ °] 1-а 
ШІ 
p[X -pre <и< ха) 1-а. 
n n 
4 的 图 信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
[xa t (6.18) 
n n 
而 式 (6. 17) 的 区 间 长 度 为 
20. 
Ж” 


式 (6.18) 的 区 间 长 度 为 


-全 (zw + ғаз). 


yn 

对 不 同 的 ,我 们 会 发 现 式 (6. 17) 的 置信 区 间 长 度 较 小 ,表明 估计 的 精确 度 高 . 所 以 取 
式 (6. 17) 为 w 的 置信 区 间 较 好 

由 例 1 可 以 看 出 ,寻找 参数 ! 的 置信 区 间 的 具体 做 法 如 下 

(1) 选取 0 的 一 个 较 优 的 估计 量 6; 

(2) 围绕 0 寻找 一 个 依赖 于 样本 与 0 的 函数 Z 一 ZCX ,XX ，…，,X,,0)( 称 为 枢 轴 量 ), 且 
服从 已 知 分 布 ; 

(3) 对 给 定 的 置信 度 1 一 ,确定 ,0, 使 Pla<Z<b)=1—a,— iki 8 Р(2<а)- 


Р(2>М-5 asb; 


(4) 利用 不 等 式 变形 导出 含有 0 的 置信 区 间 (0 Â). 
6.5.3 正 态 总 体 均值 与 方差 的 置信 区 间 


1. 单个 总 体 Ми, o?) 的 情况 

BX Xe X, 是 来 自 总 体 X 一 NGoo) 的 样本 ,X,S: 分 别 是 样本 均值 与 样本 方差 ， 
给 定 置信 度 为 1 一 a. 

1) 均值 yy 的 置信 区 间 

d) о 为 已 知 时 

由 例 1 得 jy 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


X — Len X + ru ) 简 记 ; (x+ 2 ) (6.19) 
[ p= /2 та 简 记 为 J2 ; 
(2) с 为 未 知 时 
取 T= 之 二 ,由 式 (6.14) 知 T~4(n 一 1). 由 
5/ үп 
P| АС Е < taz (n D)= 1-a 6-D, 
` n 


n n 


р а << Ха у) - іе 
FÈ a АЕ 9 1—a 的 置信 区 间 为 


(и р) (6. 20) 


п 


Лх) Хои) 


—tan(n-1) О tan(n=1)x О Om) 2,071) x 


图 67 图 6-8 


从 一 批零 件 中 抽取 9 个 零件 , 测 得 其 直径 (单位 : mm) 分 别 为 19. 7.20.1, 
19.8,19.9,20.2,20.0,19.9,20.2,20.3, 设 零件 直径 服从 正 态 分 布 N(y.,0?). 
在 下 列 条 件 下 , 求 这 批零 件 直径 均值 y 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 . 
(1) EA 0=0. 21; 
(2) o RA. 
由 题 有 
2-20.01. 5= 0.203, п-9. 1-а-0.95. а= 0.05. 


查 表 得 
та = Zoos 一 1.96, 1,4(8) = fooxs(8) = 2.31. 


ШЕ) 


0.21 
ЕШ өл = elk %]- (19. 87,20. 15); 
5 


о 80 


[2 01+ De 


х2. а)» (19. 85,20.17). 


2) 方差 的 置信 区 间 

在 实际 问题 中 jy 往往 是 未 知 的 ,所 以 这 里 只 介绍 py RAN ог 的 置信 区 间 . 

с 的 无 偏 估计 为 $ ,由 式 (6. 13) 知 
aps Е ба р), 

故 有 ( 见 图 6-8) 


2 
Pig „aD 05 с (а) = 1-а, 


Ш 


Бата: а. ae 
сх 的 置信 度 为 1—a 的 置信 区 间 为 
(2 一 1)S: (n—1)S 
asia e n): 
还 可 得 标准 差 的 置信 区 间 为 
| Уй-18 2 уп 15 ) 
MnD 0,0-0 / 
在 例 2 中 , 求 零件 直径 的 方差 a: 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 . 
由 题 知 


а= 0.05, п= 9, 5 = 0.041, 
查 表 得 
Loa (8) = 17.535, 2,08) = 2.18. 
于 是 所 求 置信 区 间 为 


Еттен (п = 1)5 ) (ша 0. 3288 
ау 17.5352: 18 


2. 两 个 正 态 总 体 Қа, 01) b Қа, 02) 的 情况 


) (0. 0188.0. 1508). 


(6.21) 


(6. 22) 


在 实际 中 常常 遇 到 需 考虑 两 个 正 态 总 体 均值 差 或 方差 比 的 估计 问题 ,为 此 讨论 如 下 . 
BX Xor Xn ER HN XN ,of) 的 样本 ,Yi Y... 是 来 自 
ДЖУ М soh) ВЕЖ, R XWF AHB; GE X A Y A EREA EJ (8 , В 


本 方差 分 别 为 


ni 


s Si 
48%-ы g=-—— Jo- ý. 
=a т = 111 


则 有 如 下 结论 : 


DX-F~ N(w 一 于 + 到)， 
1 


(6.23) 
或 


二 二 2) ~ NO, D; (6. 24) 
01.00 


(2) 3 at=; = МН e 未知 有 


(X—Y)— = w) 


~t(m +m — 2), (6. 25) 
5 
AF 

g О сасна 


m т 一 
(1) 由 式 (6.11) 知 


o o 
5- Мы 2) v-at) 
H X 和 立 相 互 独立 , 故 式 (6. 23) 成 立 ， 
(2) `ü o= =0 时 ,由 式 (6.13) 知 


= 2 = 2 
(т SDS. са p, -DS 


= 0-1), 
且 相互 独立 ,根据 x? 分 布 的 可 加 性 ,有 

t= aG = Ds В ЧЕТ" 
=, 4002 0° 时 ,由 式 (6.24) 有 


(Х-Ү)- 


G а) NGO0,1). 

Jm m 

由 上 述 两 个 式 子 以 及 1 分 布 的 定义 得 式 (6. 25) 成 立 . 
1) 两 个 正 态 总 体 均值 差 的 区 间 估 计 


(0) E 07,02, Ж n p 的 置信 区 间 . 
由 式 (6. 24) ,对 于 给 定 的 置信 度 1 一 a, 有 


(X—Y)—( 
z _ e) < zaz t= l— a, 
ENTE 
m т 


m 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


[x Y ЕЕ s: z X БЕ + Я.) (6. 26) 
(2) 中 一 性 一 于 未 知 , 求 pı — u КАКЕ, NC 25), 仿 上 有 和 一/ 的 置信 度 为 
1 一 a 的 置信 区 间 为 


TË p = 


[x TES ТЕРКЕН >) (6.27) 
m m 


研究 两 种 固体 燃料 火箭 推进 器 的 燃烧 率 , 设 两 者 都 服从 正 态 分 布 ,并 且 已 知 燃 
烧 率 的 标准 差 均 近 似 地 为 0.05 cm/s, 取 样本 容量 为 ni 二 n= 二 20, 得 燃烧 率 的 样本 均值 分 别 
为 区 =18 cm/s,y=24 cm/s. 求 两 燃烧 率 总 体 均值 差 yo 一 yz 的 置信 度 为 0. 99 的 置信 区 间 . 

а 由 于 

@& = @ = 0.05, 3 P= РОБ & == 0.01, 
Zt = Za = 2.58, T= 18, у= 24, 
代入 式 (6. 26) 得 所 求 置信 区 间 为 (一 6. 04, 一 5. 96). 

为 了 比较 甲乙 两 种 品牌 灯泡 的 寿命 状况 (单位 : h) ,抽取 了 10 只 甲 种 灯泡 和 
8 只 乙 种 灯泡 , 测 得 平均 寿命 为 z= 二 1400 和 y= 二 1250, 样 本 标准 差分 别 为 sı =52 和 5, 二 64. 
设 两 种 灯泡 的 寿命 分 别 服从 МС ног) NC so ) ,其 中 ju ,poo 均 未 知 , 求 这 两 种 灯泡 平 
均 寿命 之 差 ju 一 yw 的 95% 置 信 区 间 . 

KE ol = l =o 未知, 由 题 有 

m =10, m = 8, а= 0. 05, s = 52, s = 64, 
Z = 1400, ӯ = 1250, 1, (16) = 2.1198, 


2 (m = 1)8 + (n, — 1) _ 9.522 +7.64 
=. n +n —2 10 十 8 一 2 


Sw œ 57. 5587. 
代入 式 (6. 27) 得 所 求 置信 区 间 为 (92. 12,207. 88). 
2 
2) 两 个 正 态 总 体 方差 比分 的 区 间 估 计 
2 


我 们 仅 讨论 Ja ve 未 知 的 情形 , 
由 于 


3313, 


Qm DS? (п 108: 
=: L~ ZG — 1), = 2 ~ Xm — 1), 


由 下 分 布 定义 知 
(т —1)S: Е 
ж/д 2 Іш 1) 
2/2 = 22 
8/47 u je D 
2 


F 


~ F(m —1,n; = 1). 


对 给 定 置信 度 1 一 a, 我 们 有 
PR 1, 一 1) < 


= aG = ah ра а, 
ҢІ 


Si 1 оі Si 1 
ДЕ Елба La 0а S | E 


Ро. t EEE BE 1 一 a 的 置信 区 间 为 


5; П St Ï ) 
(5 кс “D SS” ES СШ! (6.28) 


在 例 5 Ша 95138 NC I. 


ІҢ я» 
a= 0.05; m 10, n =8, в 52, s = 64, 


- = 1 = 
Foos (9,7) = 4.20, Е 097) = уу 4.82 


代入 式 (6. 28) 得 的 置信 度 为 95%% 的 置信 区 间 为 (0. 157,3, 180). 
2 


小 E 


本 音 主 要 介绍 了 数理 统计 的 基本 概念 和 统计 推断 中 的 参数 估计 ,主要 内 容 包括 : 总 体 
与 样本 ;统计 量 ;x? 分 布 t 分布.F 分 布 三 种 抽样 分 布 ; 正 态 总 体 的 抽样 分 布 ;参数 的 点 估计 
概念 ; 矩 估 计 法 和 极 大 似 然 估 计 法 两 种 点 估计 方法 ;点 估计 量 的 评价 标准 ;参数 的 区 间 估 计 . 

基本 要 求 : 

(1) 理解 总 体 , 个 体 、 样 本 和 统计 量 的 概念 . 

(2) Ту 分 布 分 布下 分布 的 定义 ,会 通过 查 表 计 算 相 关 概率 和 三 种 分 布 的 上 a 
分 位 点 ;了 解 正 态 总 体 的 常用 统计 量 的 分 布 . 

(3) 理解 参数 点 估计 的 概念 ;掌握 矩 估 计 法 与 极 大 似 然 估 计 法 ;了 解 三 种 估计 量 的 评选 
ЖИЕ. 

(4) 理解 区 间 估 计 的 概念 ;会 求 正 态 总 体 的 均值 与 方差 的 置信 区 间 . 

重点 : 样本 和 统计 量 的 概念 ; 矩 估 计 法 ; 极 大 似 然 估计 法 ; 正 态 总 体 均值 与 方差 的 区 间 


估计 . 
Мың. 极 大 似 然 估 计 法 ,区 间 估 计 的 思想 和 计算 . 
本 章 知识 结构 : 
a Гай нити LAN. ди) 
统 
常用 的 抽样 分 布 10. (n) 
£ 
Е 正 态 总 体 的 抽样 分 布 ЕЛ, Ет, п) 
£ 
z 
a 矩 估计 法 
А 点 估计 极 大 似 然 估计 法 
评价 估计 量 的 优 劣 标准 
计 
区 间 估计 置信 区 间 


第 6 章 参数 估计 
习 题 6 
1. 填空 题 
(1) Х.Х, Н.Х, EM H ÉE XN o WREE, X, S 分 别 为 样本 均值 和 样本 
Х-и х= Aí X, — Y 
, 则 和 一 Sa ; өз ; ақан | Шы 
方差 , 则 а, СЕ h Ха at (0а) 
am (н. 
уур. у уу) y. W r= X ~ I 
(2) 设 随 机 变量 X~N 1) Y~ (п) ЙІ T WA 分 布 
(3) B X,Y 相 互 独立 ,上 且 X~ 妇 (8),Y 一 好 (10), 则 X+Y~ , E(X+Y)= 
(4) 设 Х,.Х,," X, ЖХ ВО, DER, 0 рст 为 常数 ,X 为 样本 均值 , 则 


(5) 已 知 一 批零 件 的 长 度 X( 单 位 : cm) 服 从 正 态 分 布 N(y,1), 从 中 随机 地 抽取 16 个 
零件 ,得 到 长 度 的 平均 值 为 40, 则 jy 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 是 Я 
(由 附 表 知 : DA. 96) =0. 975,Ф(1. 645) =0. 95) 
2. 选择 题 
(1) 设 随机 变量 T IRAANI t) ,对 给 定 的 a(0 过 a 过 1), 数 46(n) 满 足 P{T>1,(n)}= 
a. Æ P{|T|<t}=a, M t F ). 
(А) L: (n) (В) дг (n) 
(C) tiz (п) (D) ti- (n) 
(2) 设 一 批零 件 的 长 度 服从 No) EP p 均 未 知 . 现 从 中 随机 抽取 16 个 零件 , 测 
得 样本 均值 z=20 cm, 样本 标准 差 s=1 cm, 则 /置信 度 为 0. 90 的 置信 区 间 是 ( ). 


(A) [£a 06) J (В) СЕТО 


(С) (20а) (D) БЕЛІ 
3. 设 XiX Х 是 来 自 均值 为 .方差 为 o 的 总 体 的 样本 . 求 : 
CD p[+x +X: ға), 
(2) E(X, + X, +X, )°. 
4. É X: X, X; 是 总 体 No) 的 样本 ,其 中 и BH, 未 知 . 
а) 写 出 Xi 十 X 一 证 Xs 的 概率 密度 ; 
(2) 写 出 X, ,X; 的 联合 概率 密度 ; 
(3) MMEO HX +X) X, HX: — 2p max (хох, охо ОХХ тре 


是 统计 量 ,哪些 不 是 统计 量 . 
5. 已 知 样本 观察 值 为 15. 8,24. 2,14. 5,17.4,13.2,20.8,19.9,19.1,21.0,18.5,16.4， 


22. 6 ,计算 样本 均值 X 及 样本 方差 S?. 

6. МЖ Х--М(40,57%). 

(1) 抽取 容量 为 36 的 样本 , 求 样本 均值 X 落 在 38 与 43 之 间 的 概率 . 

(2) 抽取 样本 容量 多 大 时 ,才能 使 P(X 一 40| 过 1} 达 到 0. 997 

7. 设 Xi X... Xu 是 来 自 总 体 X~ NGC,o2) 的 样本 ,其 中 mo: 均 未 知 ,S? 为 样本 方 
22,0 Р(57/0722,041). 


10 
8. 设 Xa Xar Xo HAE X— N(0,0.3)J— Ë KOR Р >)X? > 1441. 
i=1 


9. 设 Xi Xor Xn ER H Ë IK X SE (n) 的 样本 , 求 样本 均值 X 的 期 望 及 方差. 

10. 灯泡 厂 从 某 日 生产 的 一 批 灯泡 中 抽取 10 个 灯泡 进行 寿命 试验 ,得 到 灯泡 寿命 ( 单 
位 : hb) 数据 如 下 : 

1050, 1100, 1080, 1120, 1200, 1250, 1040, 1130, 1300, 1200. 

求 该 日 生产 的 整 批 灯 泡 的 平均 寿命 及 寿命 方差 的 无 偏 估计 值 . 

11. 设 Xi X20 X, 为 来 自 总 体 服从 二 项 分 布 B(m,p) 的 样本 ,m 已 知 , 求 p ІНЕ 
计量 和 极 大 似 然 估计 量 . 

12. W Х,.Х,." X, ER H A X~ PORER A 未知 (4 二 0), 求 4 ЯКНЫ 
极 大 似 然 估 计量 . 

13. 设 总 体 X 的 概率 密度 为 

001—2), 0<<x<1 


f(z,0) = “ ай 
其 中 0 未 知 ,Xi,X,,… X, 为 来 自 总 体 X 的 样本 . 求 0 的 矩 估 计量 及 极 大 似 然 估计 量 . 
14. 设 总 体 X 的 概率 密度 为 


. 


fa) = N 
0, z<0 

X,,X,, Xa 为 总 体 X 的 样本 . 

(1) 求 0 的 矩 估 计量 与 极 大 似 然 估 计量 . 

(2) 证 明 所 求 估计 量 为 9 的 无 偏 估计 量 . 

15. 一 个 电子 线路 上 电压 表 的 读数 X 服从 [2,0 十 1] 上 均匀 分 布 ,其 中 0 是 该 线路 上 电 
压 的 真 值 ,但 它 是 未 知 的 . 假设 X ,XX ,…,X, 是 此 电压 表 上 读数 的 一 组 样本 . 

(1) 证 明 样本 均值 X 不 是 0 的 无 偏 估计 量 . 

(2) 求 0 的 矩 估 计量 ,证 明 它 是 0 的 无 偏 估计 量 . 

16. %0, 410, 都 是 0 的 无 偏 估 计量 , 且 D(O =o, D(0,) =o, R 

0-д.--а-06, о<с<І. 
(1) 证 明 0 是 0 的 无 偏 估计 量 . 


(2) Е 0..0, 相互 独立 ,确定 使 D(0) 达 到 最 小 . 
17. 已 知 某 种 清漆 的 9 个 样品 ,其 干燥 时 间 ( 单 位 : hb) 分 别 为 6.0,5.7,5.8,6.5,7.0， 
6.3,5.6,6.1,5.0 . 设 干 燥 时 间 X— N(a.o2) Жә В B [Ë р 95 B EA P< lj. 


(1) 0=0.6; 

(2) c 未 知 . 

18. 某 工厂 生产 滚珠 ,从 某 日 生产 的 产品 中 随机 抽取 9 个 , 测 得 直径 的 均值 为 
区 一 14. 91 ,直径 的 标准 差 ==0. 203. 设 滚 珠 直径 服从 正 态 分 布 , 求 ， 

(1) 直径 的 均值 y 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 ; 

(2) 直径 的 方差 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 . 

19. 已 知 某 种 材料 的 抗 压强 度 Х--М(иьо7) , 现 随 机 地 抽取 10 个 试 件 进行 抗 压 试验 , 测 
得 数据 如 下 : 482.493.457.471.510.446.435,418,394.469, 求 平均 抗 压强 度 六 的 置信 水 平 
为 95% 的 置信 区 间 . 

20. 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 , 均 服 从 N(0,32). Xi. X200 X, 与 ,Y,，,…,Y, 分 别 
为 来 自 总 体 X 和 Y 的 样本 . 证明: 

_ _X, +X, + + X, 


补充 与 提高 


~s 009). 


21. 填空 
(1) 设 总 体 X~ Na s) ЖУ ~ NCOs). Х.Х е Xn M Yi Y, Yn 分别 是 


Ух, — X: + У), — Y): 


ЖУ Е И Еа |. 


(2) WAK x 的 概率 密度 为 /(z) 一 二 er ,—co<r<+co,X,,X,,, X, ВХ 
的 样本 ,其 样本 方差 为 $ , 则 ЕС?) = 


22. 选择 

(1) 设 随机 变量 X 和 了 都 服从 标准 正 态 分 布 , 则 ( ). 
(A) X 十 Y 服从 正 态 分 布 (B) X° +Y° 服从 x? 分 布 
(C) X° f Y° BA Z 分 布 (D) XA РА 


(2) Ë Х.Х, ，…,X,(z 二 2) 为 来 自 总 体 X— МСО. Ji W. BIBLE K X 为 样本 均值 ， 
5 为 样本 方差 , 则 ( ). 


(A) nX~N(0,1) (В) nS ~ (n) 
= р 2 
O SPX ар (а POPA i 
NE 
i=2 


23. 设 某 种 元 件 的 使 用 寿命 X 的 概率 密度 为 

De ¿= 0 

0， >< ГА 

其 中 9>0 未 知 . 又 设 myza，…zs 是 X 的 一 组 样本 观测 值 . 求 参 数 0 的 极 大 似 然 估 计 值 . 


f(x,0) = 


24. 设 总 体 X 服从 Мио) ,从 该 总 体 中 抽取 样本 Xi s Xost Xon ,n 宇 2, 其 样本 均值 为 
x= 1 Y X, 求 统计 量 Y= Xx, 十 X 一 2X)? 的 数学 期 望 E(Y). 
25. 设 总 体 X 的 概率 分 布 为 


X | 1 2 3 


0 
p |6 200-0 6 1-20 


up o(0<0< в ЖК BU dk X 的 样本 值 3,1,3,0,3,1,2,3 Ж0ІМІНЕІНІНІ 


极 大 似 然 估 计 值 . 
26. 设 总 体 X 的 分 布 函数 为 


жек Қ 
Е 


. 


F(x,B) = | 
0, т<1 


其 中 未 知 参 数 В >1.Х,.Х,.Н X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 . 求 : (1)8 的 矩 估计 量 ; (2)8 的 极 
大 似 然 估计 量 . 
27. МА X 的 概率 密度 为 


Pot ж. £ >O 
f(z,0) = я қ 
0, 其 他 


其 中 0 为 未 知 参 数目 0 二 0, Xi ,Xs ，…,X, 为 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 . 

(1) 求 2 的 矩 估计 量 ; (2) R 0 的 极 大 似 然 估计 量 . 

28. 假设 0.50,1.25,0.80,2.00 是 来 自 总 体 X 的 样本 值 .已 知 Y=ln X 服从 正 态 分 布 
Ма. Ж. 

d) X 的 数学 期 望 E(X); 

(2) u 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 ; 

G) #JJH ЕЕ RR p= ЕСХН 8 3 EE 0.95 的 置信 区 间 . 

29. 欲 比较 甲乙 两 种 棉花 品种 的 优 劣 , 现 假设 用 它们 纺 出 的 棉纱 强度 分 别 服从 
№ ,2.18:) 和 NG 1. 76°). 试验 者 从 这 两 种 棉纱 中 分 别 抽取 样本 Х.Х, е, Хо 和 
Yi ,Y:,…,Yio ,其 均值 为 X==5. 32,Ү= 5. 76. 求 均值 差 po 一 jo 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 
区 间 . 

30. 随机 地 从 A 批 导线 中 抽取 4 根 ,从 B 批 导线 中 抽取 5 根 , 测 得 电阻 (单位 : Q) 为 

А: 0. 143,0. 142,0. 143,0. 137; 

В: 0. 140,0. 142,0. 136,0. 138,0. 140. 

设 A,B 两 批 导 线 的 电阻 分 别 服 从 正 态 分 布 NG A Ne 05) ,pa зро 505 505 ЖА. Ж. 

(1) "(at= =o И, р ро 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 . 


(2) 方差 比 呈 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 . 
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7.1 假设 检验 的 基本 概念 


在 第 6 章 中 我 们 介绍 了 统计 推断 的 基本 问题 之 一 一 一 参数 估计 . 本 章 将 介绍 男 一 基本 
问题 一 一 假设 检验 , 即 在 总 体 的 分 布 未 知 或 只 知 其 形式 ,但 不 知 其 参数 时 ,对 总 体 的 分 布 或 
分 布 参数 做 出 某 种 假设 ,然后 根据 所 得 样本 ,运用 统计 分 析 的 方法 来 检验 这 一 假设 是 否 正 
确 ,从 而 做 出 接受 或 拒绝 的 决定 . 


7.1.1 假设 检验 的 基本 思想 及 做 法 


下 面 先 结合 例子 来 说 明 假 设 检 验 的 思想 与 做 法 . 

已 知 在 正常 生产 情况 下 某 种 汽车 零件 的 重量 X 服从 正 态 分 布 N(54,0.75?) ,在 
某 日 生产 的 零件 中 抽取 10 件 , 测 得 重量 如 下 : 54. 0,55. 1,53. 8,54. 2,52. 1,54. 2,55. 0， 
55.8,55.1,55.3, 如 果 标 准 差 不 变 ,能 和 否认 为 该 日 生产 的 零件 的 平均 重量 为 54? 

该 问题 中 ,已 知 总 体 Хи.) H a=0.75 不 变 ,需要 确定 该 日 w= 54 是 否 成 
立 .为 此 ,我 们 可 以 提出 

Ho: = m = 54, Hip Z p = 54. 7.1) 

下 面 只 需 由 获得 的 数据 ,做 出 接受 H, 或 拒绝 H, 的 决策 . 如 果 接 受 H, 就 可 以 认为 该 
日 生产 的 零件 的 平均 重量 为 54 ,和 否则 不 是 . 

由 于 要 检验 的 是 总 体 均 值 y., 故 首先 想到 能 否 用 样本 均值 X 来 进行 判断 . 由 于 总 体 


моа я Z= XEN 0,1,4 H, HER иа Ж 2 ХА 

X p 所 以 0 当 H, HEH ww 一 Am ,此 时 Z 2с 其 中 

5 一 0.75,n 一 10) 是 一 个 统计 量 , 且 有 Z 一 “一 低 一 N(0,1), 由 于 樟 本 均值 是 总 体 均值 
O/NN 


po 的 无 偏 估计 ,因此 当 H 为 真 时 ,XX 的 观察 值 工 与 po 很 接近 ,Z 一 经 的 观察 信和 应 在 
O/NN 


0 附近 摆动 ,所 以 |2| 一 Pa 观察 值 应 较 小 . 另 一 方面 , 若 HH 为 真 , 即 2 ЙІ X 034 
ЕНТ ТЕГІЛ ТИБЕТ ІІІ 


СЕД 
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综 上 ,HH HEZI = Ха 观察 值 较 大 ,是 不 应 常 出 现 的 ,在 一 次 抽样 中 发 生 的 可 
能 性 应 较 小 . 记 А = (izi= а к). , 则 在 H, 为 真 时 A 应 是 一 个 小 概率 事件 ,在 一 


次 抽样 中 ,不 应 该 发 生 . 若 发 生 了 则 有 理由 怀疑 及 ,为 真 的 真实 性 ,于 是 应 拒绝 接受 H, tk 
受 Hi; 若 A 未 发 生 则 没有 理由 怀疑 H, 的 正确 性 ,于 是 应 接受 Ho. 给 定 a,0<a<1, 一 般 


应 较 小 , 当 本 ,为 真 时 , 按 ра] 121= тА >к) -可 得 K 一 zw, 于 是 小 概率 


事 人 为 A= 121 Хы >=]. 


在 本 题 中 , 若 取 а 0. 05, х, = оз =1. 96, 8849 
ж <-54,46, ө--0,75, n= l0 


1:1 T— m Bor tsiis 
z Е 0.75/ /10 . . Za1/2 。 


所 以 在 一 次 抽样 中 A 未 发 生 , 故 接受 H, , 即 认为 该 日 生产 的 零件 平均 重量 为 54. 
上 述 做 法 的 步骤 如 下 : 
(1) 由 问题 本 身 提出 假设 
Ho: = p = 54, Hip Ep. 
H, 称 为 原 假设 ,HH, 为 备 择 假设 . 
аға а АСТЫ 
(2) 在 H, 为 真 时 ,选择 统计 量 Z= T 


ЕШ 


““М(0,1). 


(3) Н, 为 真 时 ,确定 拒绝 Н, 的 形式 


Х-ю 
——= |2. 
of Үп 


26а. 


Х-ш 
с/т 


кни 由 实际 推断 原理 来 判断 做 出 拒绝 或 接 


(4) 给 定 ala 较 小 ) ,由 al 


Х-ш 
АД 


5 Н, 的 决定 . 数 a 称 为 显著 性 水 平 ;Z 一 тан 当 统计 量 取 某 个 区 域 C 中 


(5) пт 


12122 — 9 ,而 Z= 24/2 ,GZ 一 zz 为 临界 点 ， 
7.1.2 双边 假设 检验 与 单 边 假设 检验 


形 如 式 (7. 1) 中 的 备 择 假设 Н, uno ӘК и ВЕК ТР m ,也 可 能 小 于 m , 称 为 双 
边 备 择 假 设 . 而 形 如 式 (7. 1) 的 假设 检验 为 双边 假设 检验 . 有 时 我 们 只 关心 总 体 均值 是 
和 否 增 大 ,例如 ,试验 新 工艺 以 提高 材料 的 强度 . 这 时 ,所 考虑 的 总 体 均 值 应 该 越 大 越 好 . 
如 果 我 们 能 判断 在 新 工艺 下 总 体 均值 较 以 往 正常 生产 的 大 , 则 可 考虑 采用 新 工艺 . 此 
时 ,需要 检验 假设 
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Hi = Hip >p (7.2) 
称 为 右边 检验 . 
类 似 地 ,检验 假设 
Нын-ш» Hip < i (7.3) 
称 为 左边 检验 . 


7.1.3 假设 检验 可 能 犯 的 两 类 错误 


由 于 在 检验 中 ,我 们 是 依据 小 概率 事件 在 一 次 试验 中 几乎 不 发 生 的 这 一 原理 由 样本 进 
行 决策 的 ,但 几乎 不 可 能 发 生 , 不 表示 一 定 不 发 生 ,所 以 决策 可 能 犯错 误 . 一 种 可 能 是 在 假 
设 H, 实际 上 为 真 时 , 犯 拒绝 H, 的 错误 , 称 这 类 “ 弃 真 ”的 错误 为 第 I 类 错误 ,因为 是 按 小 
概率 事件 在 一 次 抽样 中 是 否 发 生来 判定 H, 是 否 成 立 ,所 以 犯 第 I 类 错误 的 概率 为 小 概率 
事件 的 概率 c; 另 一 种 可 能 是 H, 实际 上 不 真 时 , 犯 接 受 Ho 的 错误 , 称 这 类 “ 取 伪 ”的 错误 为 
$ I XR. 

在 确定 检验 法 则 时 ,我们 应 尽 可 能 使 犯 两 类 错误 的 概率 都 较 小 . 但 是 ,在 样本 容量 固定 
时 , 若 减 小 犯 一 类 错误 的 概率 , 则 犯 另 一 类 错误 的 概率 往往 增 大 . 若 要 使 犯 两 类 错误 的 概率 
都 减 小 ,除非 增加 样本 容量 . 样本 容量 固定 时 ,一 般 ,我 们 总 是 控制 犯 第 工 类 错误 的 概率 a, 
这 种 假设 检验 问题 称 为 显著 性 检验 问题 . 


7.1.4 ”参数 假设 检验 的 步 又 


参数 假设 检验 的 步骤 如 下 : 

(1) 由 实际 问题 ,提出 原 假设 H, 及 备 择 假设 Н, ; 

(2) 确定 检验 统计 量 以 及 所 服从 的 分 布 和 拒绝 域 的 形式 ; 

(3) 在 给 定 显著 性 水 平 下 , 按 P{ 拒 绝 НН, 为 真 } =w, 求 出 拒绝 域 ; 
(4) 由 抽样 结果 计算 检验 统计 量 的 观察 值 ,进而 确定 接受 H, 还 是 拒绝 Ho. 


7.2 正 态 总 体 参数 的 假设 检验 


7.2.1 单个 正 态 总 体 参数 的 假设 检验 


1. 关于 正 态 总 体 М, o°) 均值 y 的 假设 检验 
1) Н,:и= ро. Hi зиро (双边 假设 ) 
(1) о БА, АІ, RREAN 

X 


= р 
Z= i N(0,1), 
此 时 H, HHE 36 5028 
| Z |Z za. (7.4) 
(2) с 未 知 时 ,我 们 取 检 验 统计 量 为 
X— pm 
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H, 为 真 时 , | 工 | 的 观察 值 应 在 0 附近 摆动 ,Hi 为 真 时 其 观察 值 应 偏离 0. 故 H, 为 真 
В.Н, 6 Т| >k. h pi IT| >k} =a 可 确定 二 tws(n 一 1), 于 是 原 假设 H, 的 拒绝 
域 为 

ITI tn (n= 1). (7.5) 

2) Ho :yp 二 pw， H; p> p (右边 假设 ) 

(1) ə 已 知 时 , 取 检验 统计 量 为 


of Үп 
ЩН, АН, = 的 观察 值 应 落 在 0 附近 ;而 H, 为 真 时 ,x 的 观察 值 应 偏 大 . 因此 H, 的 拒绝 
域 形式 为 226, РЕ H| H, HE) = p1Z2k)=a MEIH k= z ,于 是 拒绝 域 为 


Z > z, (7.6) 
(2) с 未 知 时 ,我 们 取 检 验 统计 量 为 
Т = Te ~t(n—1), 
仿 (1) 可 得 H, 的 拒绝 域 为 
Т>і(а-1). (7.7) 
3) Нир. Hi зиро (左边 假设 ) 
仿 2) 中 的 方法 有 如 下 结论 . 
(Ос 已 知 时 , 取 检 验 统计 量 为 
= X m ~ N0,1), 
с/ үп 
可 得 H, 的 拒绝 域 为 
Z<; (7.8) 


(2) о 未知 时 ,我 们 取 检 验 统计 量 为 
= У ~i(n—1), 
可 得 H, 的 拒绝 域 为 
T<—it(n—1). (7.9) 
现 将 这 些 情况 列 于 下 表 : 
已 知 时 ,关于 jy 的 检验 (Z 检 验 ) 结 论 


原 假设 H, 备 择 假设 H, 统计 量 及 其 分 布 H, 的 拒绝 域 
ис иё ГАРАА 
Х-ю 
„= > z= ~N(0,1) 222, 
кте ею ДЕ 
ист и Z<—=, 


с ЖАН, Р y 的 检验 (了 检验 ) 结 论 


У 
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原 假设 Н, KBE H 统计 量 及 其 分 布 Ho 的 拒绝 域 
и-ю ию (Tl >, (а-1) 
B= pm = Ха ар) Т2, (n—1) 

SNn 
Еті ГЕ T<—(n—1) 


$: 在 Z 检 验 及 TT 检验 中 , 单 边 检验 原 假设 换 成 Но: суа (sk исы, МУ H, 
拒绝 域 不 变 . 

EE 某 工厂 用 自动 包装 机 包装 葡萄 糖 ,规定 标准 重量 为 每 袋 净重 500 g, 现 在 随机 地 
抽取 1048,4/8 2--501.3,5-5. 62. 设 每 袋 净重 服从 正 态 分 布 , 则 包装 机 工作 是 否 正常 ? 
( 取 a=0.05) 

按 题 意 , 需 检 验 Ho ии 二 500, H, изи = 500. 

H To ЖА, H, 的 拒绝 域 为 


Х-ш 
Т |= 21 (п = 1), 
| | | S/ Ja 2 СУМ 
现在 n=10,t | (9)--2.26,2--501,3.5--5.62,ТИ 
501.3 — 500 
|= | | = 0. 731 < 2. 26, 
Ін | 5.62/ V10 


因此 接受 H, ,认为 包装 机 工作 正常 . 

某 种 电子 元 件 的 寿命 X( 单 位 : hb) 服 从 正 态 分 布 ,wo HRA. 观测 得 16 只 元 
件 的 寿命 如 下 :, 159,280,101,212,214,379,179,264,222,362,168,250,149,260,485,170, 
是 否 有 理由 认为 元 件 的 平均 寿命 大 于 225( 单 位 : h)? (JR a =0.05) 

按 题 意 需 检 验 

Hs :y < р = 225, Н, :р2 po = 225. 

WF o 未 知 ,所 以 H, 的 拒绝 域 为 


т-Хсю>4(а-1), 


5/ Хп 
ЯЕ 016.10 (15)=1. 7531,7=241. 5,s=98. 7256, 即 有 
p= 245—225 = 0,6685 < 1.7531. 


98. 7256/ ,/Т6 
它 不 落 在 拒绝 域内 , 故 接受 Н, ВЗА НІ 800 SAT 225. 


2 关于 正 态 总 体 NG. o) 的 方差 c? 的 假设 检验 
设 总 体 X~N u) ио 均 未 知 ,Xi ,Xs ,…,X。 是 来 自 总 体 的 样本 ,这 里 仅 讨论 双边 
检验 : 
Hys = Mr Aa. (7.10) 
考虑 样本 方差 * 是 总 体 方差 a 的 无 偏 估计 ,又 
ЖЕ (8-15: 


2 =y a=, 
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шн, ққ. Su ана, А р 05 ~ (n 一 1), 所 以 我 们 取 


炙 二 外 一 5 为 检验 统计 量 . H, 为 真 时 S° 的 观察 值 应 在 2 附近 摆动 , 即 x 的 观察 值 应 落 


在 n 一 1 附近 ,反之 H, 为 真 时 ,x? 的 观察 值 应 偏离 n— 1. 因此 H, 的 拒绝 域 形式 应 
Q <А) ОО Èk), kik: 为 常数 . 
给 定 显著 水 平 a, 确 定 ki sk ,使 得 
Р Ski) U G? >k) = a, 


习惯 上 取 
2 = 
P{x < b) = 7’ 
Pi >k) = © 
PE QDS 
y= ~y (n 一 1), 由 上 式 可 得 ( 见 图 7-1) 


Xn 1), k, x n 1), 
故 得 (7. 10) 中 H, 的 拒绝 域 为 
z < Yin n= D 或 р > 从, (一 0); 
同 理 可 得 单 边 检 验 的 情况 ,在 此 不 再 叙述 . А ог 的 
检验 列 于 下 表 : 


ыа 


О оп) дт) x 


ЖЭ, AF o WERO 检验 ) 结 论 
原 假设 H, 备 择 假设 H, 统计 量 及 其 分 布 ТЕГТІ 
дей РРР Ët (1-1) 
s GDS a З ("1 
2-4 2>4 Б жы ыды. XE nD 
= P< ES nD) 


在 上 面 的 例 1 А ERA E REA 0-57 (单位 : g)( 取 
a=0. 05) 
检验 假设 


了 三 的 三 所 


WF a RAH вв а= CS >. (x 一 DD 或 六 x p, aD, Н o 
=5,n=10,s=5. 62,a=0. 05, %? „ (9) 19.0.2, (9) 一 2.70， 
2 (п — 1)5° 9 x 5. 622 
x 2 5 11.37, 


М у n OSP K a (9), 所 以 接受 Ho, 即 可 以 认为 葡萄 糖 净重 的 标准 差 为 5 g. 
7.2.2 两 个 正 态 总 体 参 数 的 假设 检验 


1. 两 个 正 态 总 体 均 值 的 假设 检验 
设 X, .Х, "ЭХ, 和 Ү; У", 分 别 为 来 自 正 态 总 体 М ,at) 和 Хош ,外 ) 的 样本 ， 
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样本 方差 分 别 为 Sf ,Sz. 我 们 需 检 验 假设 
Но: = |” Н, :1 = m. 
(1) В r.o; 已 知 ,由 式 (6. 24) 知 
0-0) nm) ур, 
Voi/m +o; /n; 
因此 , 当 H, 为 真 时 ， 
Х-Ү 
М0 /т 十 o2/nz 
ni jx 1 ші | ІХ-ҮІ )- 
Н, ,拒绝 H, 的 形 — < >. ЖР >k |= 
为 真 时 ,拒绝 I 形式 为 FIERTA 给 定 a, 按 了 а 
ÍF k = za | PH V) TE 6 bü 


~ N(0,1). 


ІХ-Ү| i 
Vä /n + o; пз i 

(2) пос 未 知 ,由 式 (6. 25) 知 
(X—Y)— (m-e) 


S, Vm +1/m 


/2. 


-і(т--т-2), 


因此 当 H, 为 真 时 ， 
Х-Ү 


S, /1/m +1/п 


~tm +n; —2). 


拒绝 H, 的 拒绝 域 为 
Х-Ү = 
S, /1/m 17а 
由 上 述 方法 ,关于 两 个 总 体 均值 的 假设 检验 ,有 以 下 结果 . 
O EH oi o: 时 ,有 


ып (т T — 2). 


原 假设 H。 备 择 假 设 H, 统计 量 及 其 分 布 H, 的 拒绝 域 
а = Im Zn с ИЕДІ 
а а 2р En у Zz 
Ма т +o; /n, L ана- ЦН 
Mp та ре Z<—=, 


@ at= =o 未 知 时 ,有 


原 假设 Ho 备 择 假设 Н, 统计 量 及 其 分 布 Ho 的 拒绝 域 
m= mmn ТІ (m +n, —2) 
< > T= XY —t(m +n, —2) | T>:, (n, + 2) 
A spa < as 之 tl, (т Tn. 
ашы Еа S, /Im+l/m ~ ` ра 
m Zn I < Т<-і,(т--т-2) 


Ж. 在 上 述 单 侧 检验 中 , 原 假设 改 为 Н, :yp =y 时 拒绝 域 不 变 . 
比较 A. B 两 种 小 麦 的 蛋白 质 含量 ,随机 抽取 A 种 小 麦 10 个 样本 , 测 得 


— т sasana ар Ф 
214. 3,51 = 1. 62; 随 机 抽取 В 种 小 麦 5 个 样本 ИЗ у-1.7.8-0. 14. 假定 这 两 种 小 麦 
的 蛋白 质 含量 都 服从 正 态 分 布 , 且 有 相同 的 方差 . 试 在 a=0.01 水 平 下 ,检验 两 种 小 麦 的 蛋 
白质 含量 有 无 差异 . 

按 题 意 需 检验 假设 

Ho:m = m, Н: Z m. 

HF o=o 未 知 ,所 以 H, 的 拒绝 域 为 
|X—Y | 


ІТ |= ГТ теат тадан 十 nz — 2). 
由 题 有 
2 = 14,3, 4-1,62, у= 11,7, %-- %,14, 

按 

= (m 一 1)5 + (x; — 1) 

" n + т —2 
得 

$, = 0.2, Sw = 0.447, tm 二 nz — 2) = 100 (13) = 3.0123, 

故 


14.3 一 11.7 
0.447 /1/10+1/5 
因此 拒绝 H; ,应 当 认为 两 种 小 麦 蛋 白质 含量 有 差异 . 

2 两 个 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 

设 有 两 个 正 态 总 体 NG ,at) 和 N C so2) ,这 里 仅 介绍 ра ,pe 未 知 时 方差 的 检验 . 
检验 假设 


111 10.62 > t2 (13) = 3.0123. 


Hi: = бі. Н,:01 Z o. (711) 
Х.Х, Н.Х, 和 YY ，…Y。 分 别 为 来 自 正 态 总 体 N Ca ,of) 和 N(p ,52) 的 样本 ， 
22 
且 它 们 是 相互 独立 的 . 由 式 (6. 13) 和 БАНЕ ХЗ Fem l. — 1), H, 为 真 时 ， 
2 2 
Si к 
ЭТ FG 1, 1), (7.12) 
S 


BX KENAR. 因此 , 当 H, HHN, Н, 的 拒绝 形式 为 


s s 
#>h 或 б<. 
i 
9 (% ) š 
> < 
e($ ва 
# 


k = Ез (т — 1,т —1), k = Е. (m — lsn —1), 
故 假设 式 (7. 11) 中 的 H, 的 拒绝 域 为 


2 2 
ИССН ТЕ. 或 S Frem 1—1). (7.13) 
2 


2 
S; 
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类 似 地 ,我 们 有 假设 检验 
Н,:0 = 0. Hi: > 0. (7.14) 
H, 的 拒绝 域 为 
F S F mlm- D. (7.15) 


值得 注意 的 是 式 (7. 14) 中 的 原 假设 换 成 H,: t< 时 ,Ho 的 拒绝 域 仍 为 式 (7. 15). 
有 两 台 机 器 生产 金属 部 件 ,分 别 在 两 台 机 器 所 生产 的 部 件 中 各 取 容 量 
т =30,n; =20 的 样本 , 测 得 部 件 重量 的 样本 方差 分 别 为 s= 15. 46,52 = 9. 66. 设 两 样本 相 
互 独立 ,两 总 体 分 别 服从 Мр 05). Ме , 吧 ) 分 布 . 试 在 水 平 a=0. 05 下 检验 假设 
Н,:01 = аф, Н,:01 >; 


2 
由 式 (7.15) 知 H, MERRY SSF, nlm D. h EEA ну 30,1, 一 20， 
% 


2 
a=0. 05, ERI Е, 029.19) = 2, 07,112. 19:49 1, 60<Fus(29,19), 所 以 应 接受 Ho. 
ЕНГ? 
小 结 


本 音 主 要 内 容 包括 : 假设 检验 的 基本 概念 与 基本 原理 ; 正 态 总 体 参数 的 假设 检验 . 

基本 要 求 : 

(1) 理解 假设 检验 的 基本 思想 ;掌握 假设 检验 的 基本 步骤 ;了 解 假设 检验 可 能 产生 的 两 
类 错误 . 

(2) 掌握 正 态 总 体 的 均值 与 方差 的 假设 检验 . 


重点 : 假设 检验 的 基本 思想 ; 正 态 总 体 均值 与 方差 的 假设 检验 . 
难点 : 假设 检验 的 计算 推导 
本 章 知识 结构 : 
假设 检验 的 基本 思想 
B 
设 
检 
验 
的 假设 检验 一- 单 边 ， 双 边 
基 
本 
概 
假设 检验 的 一 般 步骤 
Ë 
设 
n 
"| TE 站 | 均值 /的 检验 
£| 站 | 单 正 态 总 体 H 
к Гвен 
的 
假 Í 均值 /的 检验 
检 | H 双 正 态 总 体 - 
Д rži 


о # 7 


1. 某 批 矿砂 的 5 个 样本 中 的 镍 含量 ,经 测定 为 (%%) 
3.25,3.27,3.24,3.26,3.24, 
设 测 定 值 总 体 服从 正 态 分 布 . 问 在 а-0.01 水 平 下 能 和 否 接受 假设 : 这 批 矿砂 的 镍 含量 的 均 
值 为 3. 25. 
2. 进行 了 5 次 试验 , 测 得 鳃 的 熔点 (单位 : 'C ) 如 下 : 
1269,1271,1256,1265,1254. 
E HI ИА ЕЖ а-а ААА НЕ 1250C? 

3. 设 某 次 考试 的 学 生成 绩 服从 正 态 分 布 ,从 中 随机 抽取 30 位 考生 的 成 绩 ,算得 平均 成 
绩 为 66.5 分 ,标准 差 为 15 分 . 在 显著 性 水 平 =0. 05 下 是 否 可 以 认为 这 次 考试 全 体 考生 的 
平均 成 绩 为 70 分 ? 

4. 假设 香烟 中 尼古丁 含量 服从 正 态 分 布 NGp,o) , 现 从 某 牌 香烟 中 随机 抽取 20 支 ,其 
尼古丁 含量 的 平均 值 工 =18. 6mg ,样本 标准 差 ;二 2. 4mg, 在 a=0.01 水 平 下 ,以 下 两 种 情 
况 下 能 否 接受 “该 牌 的 香烟 尼古丁 含量 不 超过 17.5 mg” 的 断言 ? 

d) oc=2.4 已 知 ; 

(2) o 未知 . 

5. 用 过 去 的 铸造 方法 所 造 零件 的 强度 均值 是 52. 8 g/mm ,标准 差 是 1. 6 g/mm; 为 降低 
成 本 ,改变 了 铸造 方法 ,随后 抽取 9 个 样品 , 测 其 强度 (单位 : g/mm) 为 51.9,53.0,52.7， 
54. 7,53. 2,52. 3,52. 5,51. 1,54. 1. 假设 强度 服从 正 态 分 布 , 试 判断 强度 均值 是 否 有 改变 . 
( 取 显 著 性 水 平 a=0.05) 

6. 某 种 金属 丝 , 根 据 长 期 正常 生产 的 累积 资料 知道 其 折断 力 服 从 正 态 分 布 ,方差 
为 64 аг. 最 近 从 一 批 产 品 中 抽取 10 根 作 折断 力 试验 , 测 得 结果 (单位 : kg) 如 下 : 

578,572,570,508,572,570,572,596,584,570. 
问 : 在 显著 性 水 平 a=0.05 下 ,这 批 金 属 丝 的 折断 力 的 方差 变化 了 吗 ? 

7. 某 炼 铁 厂 铁水 的 含 碳 量 X 在 正常 情况 下 服从 正 态 分 布 . 现 对 操作 工艺 进行 了 某 些 

改变 ,从 中 抽取 7 炉 铁 水 的 试 样 , 测 得 含 碳 量 数据 如 下 : 
4. 421,4.052,4.357,4.394,4. 326,4. 287,4. 683. 
问 是 否 可 以 认为 新 工艺 炼 出 的 铁水 含 碳 量 的 方差 仍 为 0. 1122. 〈 取 显著 性 水 平 a=0.05) 

8. 在 正常 情况 下 ,维尼 纶 纤 度 服从 正 态 分 布 ,标准 差 不 大 于 0. 048. 某 日 抽取 5 根 纤维 ， 
测 得 纤 度 为 

1.32,1.55,1.36,1.40,1. 44. 
问 : 该 日 维尼 纶 纤 度 的 标准 差 是 否 正常 ? ( 取 显 著 性 水 平 a=0. 01) 

9. 测定 某 种 溶液 中 的 水 分 , 它 的 10 个 测定 值 给 出 ;==0.037%. 设 测定 值 总 体 为 正 态 总 
IK Nu) WE a=0.05 水 平 下 检验 假设 Ho: ó =0. 040. Н, :0 <0. 04%. 

10. 某 公 司 生产 的 发 动机 部 件 的 直径 服从 正 态 分 布 ,该 公司 称 它 的 标准 差 a= 0. 048 cm. 
现 随机 抽取 5 个 部 件 , 测 得 它们 的 直径 为 1. 32,1. 55,1. 36,1. 40.1. 44, 取 显著 性 水 平 а= 
0. 05. [8]: 
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(1) 我 们 能 否认 为 该 公司 生产 的 发 动机 部 件 的 直径 的 标准 差 确实 为 0. 048 cm? 
(2) 我 们 能 否认 为 = <0. 04877 


补充 与 提高 


11. 考虑 正 态 总 体 N(j,o”) 和 假设 检验 Ho :0 二 6% Hi 2° 200. 证明: и ЖА, Н, 


的 拒绝 域 为 如一 1)S- pn). 


12. BRA A,B 两 种 药 ,试验 者 欲 比 较 它们 服用 2 小 时 后 血液 中 的 含量 是 否 一 样 . 对 
药品 A, 随 机 抽取 8 个 病人 ,他 们 服药 2 小 时 后 , 测 得 血液 中 药 的 浓度 (单位 : mg/ml) 为 
1.23,1.42,1.41,1.62,1.55,1.51,1.60,1.76; 
对 药品 B, 随 机 抽取 6 个 病人 ,他 们 服药 2 小 时 后 , 测 得 血液 中 药 的 浓度 (单位 : mg/ml) 为 
1.76,1.41,1.87,1.49,1.67,1.81. 
假定 这 两 组 观察 值 服从 具有 公共 方差 的 正 态 分 布 , 试 在 显著 性 水 平 a=0. 10 下 ,检验 病人 血 
液 中 这 两 种 药 的 浓度 是 否 有 显著 不 同 . 

13. 甲乙 两 厂 生 产 同 一 种 电阻 , 现 从 甲乙 两 厂 的 产品 中 分 别 随机 抽取 12 个 和 10 个 
样品 , 测 得 它们 的 电阻 值 后 ,计算 出 样本 方差 分 别 为 站 =1.40, 呈 一 4. 38. 假设 电阻 值 服从 正 
态 分 布 ,在 显著 性 水 平 a=0.10 下 ,我 们 是 否 可 以 认为 两 厂 生产 的 电阻 值 的 方差 : 

(1) i=; 

(2) AKI? 
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方差 分 析 与 回归 分 析 都 是 数理 统计 中 具有 广泛 应 用 的 重要 方法 。 本 章 只 对 它们 的 最 基 
本 部 分 作 简单 的 介绍 。 方 差分 析 是 根据 试验 数据 ,通过 分 析 偏 差 平方 和 ,合理 推断 不 同 因 
素 、 同 一 因素 的 不 同 水 平 对 研究 对 象 影响 程度 的 统计 分 析 方 法 。 本 章 只 介绍 单 因素 方差 分 
析 。 回 归 分 析 是 研究 变量 之 间 非 确定 的 相关 关系 的 统计 分 析 方 法 。 本 章 重点 介绍 一 元 线性 
ШЕР 
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8.1.1 基本 概念 


在 科学 试验 和 生产 实践 中 ,影响 一 事物 的 因素 往往 很 多 . 例如 在 生产 过 程 中 ,不 同 的 
原材料 .不同 的 操作 人 员 以 及 不 同 的 操作 方法 等 ,其 中 每 一 个 因素 的 改变 都 有 可 能 影响 
产品 的 数量 与 质量 . 有 的 因素 影响 大 ,有 的 因素 影响 小 ;有 的 因素 可 以 控制 ,有 的 因素 不 
能 控制 . 为 了 使 生产 过 程 得 以 稳定 ,保证 优质 ,高产 ,就 有 必要 找 出 对 产品 质量 有 显著 影 
响 的 那些 因素 . 方差 分 析 就 是 根据 实验 结果 进行 分 析 , 鉴 别 各 因素 效应 的 一 种 有 效 的 
方法 . 

在 前 面 ,我 们 讨论 了 两 个 正 态 总 体 均值 差 的 检验 问题 . 我 们 发 现 , 如 果 两 个 总 体 的 方差 
虽 属 未 知 ,但 若 它们 相等 ,就 可 用 工 检验 法 来 检验 其 均值 是 否 有 显著 的 差异 . 那么 如 果 试验 
中 出 现 了 三 个 或 更 多 个 总 体 ,怎样 检验 它们 均值 的 差异 呢 ? 这 就 是 方差 分 析 所 要 讨论 的 
问题 . 

在 试验 中 ,我 们 将 要 考察 的 试验 结果 称 为 试验 指标 ;影响 试验 指标 的 条 件 称 为 因素 或 因 
子 . 因素 可 分 为 两 类 ,一 类 是 人 们 可 以 控制 的 (可 控 因 素 ) ;一 类 是 人 们 不 能 控制 的 . 例如 , 原 
材料 .操作 人 员 ,操作 方法 等 是 可 以 控制 的 ,而 测量 误差 气象 条 件 等 一 般 是 难以 控制 的 . 以 
下 所 说 的 因素 都 是 指 可 控 因素 . 

如 果 在 一 项 试验 中 只 有 一 个 因素 在 改变 ,而 其 他 保持 不 变 , 这 样 的 试验 称 为 单 因素 试 
验 . 处 理 单 因素 试验 的 统计 推断 问题 称 为 单 因 素 试验 方差 分 析 . 如 果 多 于 一 个 因素 在 改变 ， 
称 为 多 因素 试验 (本 章 只 讨论 单 因素 试验 ). 因素 所 处 的 每 一 个 状态 或 等 级 称 为 该 因素 的 水 
平 .通常 用 大 写字 母 A,B,C,… 表 示 不 同 的 因素 ,而 用 A ,A,,…',A, 表示 因素 A 的 个 不 
同 的 水 平 . 
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8.1.2 数学 模型 


设 因素 A 取 r 个 不 同 的 水 平 A, А, "А, AEA КАХ, Х.Х, ПАН 
相同 的 方差 . 假定 X;~N (jp,o?) ,i 二 1,2,…,r, 其 中 jy,o? 均 为 未 知 .在 水 平 A; 下 ,进行 n 
(ma 过 2) 次 独立 试验 ,相当 于 从 总 体 X; 中 抽取 了 容量 为 的 样本 Xas Хо Хо i=l, 
2, r 假定 这 -个 样本 相互 独立 ,于 是 我 们 有 

X; ~ NG), i= 1,2,0) = 1,2,9, т, 
且 所 有 的 X 相互 独立 . X; 就 是 在 水 平 A; КФ) 次 重复 试验 的 试验 结果 ,在 实际 问题 中 
Xj; 是 一 个 具体 数值 ,而 在 作 统计 分 析 时 则 将 其 看 成 随机 变量 . 试验 结果 数据 常用 表 8-1 


Фе = Ху шј 1,2," yi9i 二 1,2,… ,7, 则 6; 就 是 在 水 平 A; 下 第 j 次 重复 试验 的 
试验 误差 ,是 不 可 观测 的 随机 变量 , 称 为 随机 误差 . 显然 有 е, 相互 独立 , Н е) ~N Oo), 
i 二 1,2,…， 7,j 二 1,2,… ,ni. 是 总 体 Xi; 的 期 望 值 ,其 意义 是 水 平 A, 下 试验 结果 数据 的 理 
论 均 值 . 此 时 可 把 X; 表 示 为 


Xj = pi tej. (8.1) 
于 是 欲 检验 的 假设 为 
Hua a= sa 
ии е (8.2) 
Hi: ga ,Ar 不 全 相等 
记 


n=) n, к= У) nms q = щи, і 1,2,%%,г, 
ей 1 


称 /为 理论 总 均值 io HF A, 对 试验 指标 的 效应 ,简称 为 А, 的 效应 , 它 反映 了 因素 A 的 
第 水平 A, 对 试验 指标 的 作用 大 小 . 显然 有 >) na: = 0. 此 时 ,模型 可 写 为 


Xy =ptate 
У) na, = 0 А (8.3) 
іі 


е) (4-1,2 ге.) = 1,2, sn) HEM, H ey ~ (0,07) 
式 (8.3) 即 为 单 因素 试验 方差 分 析 的 数学 模型 . 
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8.1.3 统计 分 析 


1. 总 平方 和 的 分 解 
记 


X. = 12 X, s 15 QX, ХА, Tean 
гісі ijet 


X, 和 S? 分 别称 为 第 i 个 总 体 的 样本 均值 和 样本 方差 . 男 记 


s = Ж D1 OX X, Sr = а", 


ізі j=1 


X 称 为 样本 的 总 均值 ;S* 称 为 样本 的 总 方差 ;Sr 称 为 总 的 偏差 平方 和 ,简称 总 平方 和 . 
Sr 反映 了 全 体 样本 X; 的 波动 程度 的 大 小 ,可 将 Sr 作 如 下 分 解 ; 


Sr = > (X; — X> = D KX — X.) + (X, — X) 


іші j=l іі ізі 
=> У) х, — X24231 У) (х, Хо X) + 3) 5) (X, — X>. 
ізі ј=1 ізі і-і ізі ізі 


注意 到 》 (x, — X) = У) X, —nX, = 0, 所 以 有 
j=1 j=1 


У УО = ХАС K) > x DY (X, —X;) = 0. 


i=] ізі jat 
іш 
Se = У > (X; — Х,)? = У nS}, 
i=] ізі i=1 
S, = > 5 (X, — X): = п, (X, — X). 
i=1 j=1 i=1 
于 是 我 们 得 到 总 平方 和 Sr 的 平方 和 分 解 式 
Sr = Se + Sa. (8.4) 


式 中 ,SE 称 为 误差 平方 和 (或 组 内 平方 和 ). Se 表示 在 A; 水 平 下 的 样本 均值 与 样本 值 之 间 
的 差异 ,反映 了 样本 内 的 随机 波动 ,其 大 小 反映 了 重复 试验 中 随机 误差 的 大 小 , 且 Se ВИК 
赖 于 重复 试验 中 的 随机 误差 . S, 称 为 因素 A 的 效应 平方 和 (或 组 间 平 方 和 ). S, 是 各 水 平 
A, 的 样本 均值 X; 与 总 均值 X 的 偏差 平方 和 ,反映 了 样本 之 间 的 差异 , 它 是 由 A 的 不 同 水 
平 效应 的 差异 以 及 随机 误差 引起 的 . 


2 S 和 5, 的 统计 特性 


У (X; Х,)° 


Г 


7 ~ Xn 1); 2052657, 


с 
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注意 到 X; (i 二 1,2,…,7r,j 二 1,2,…,ni) 是 相互 独立 的 ,由 Se 的 定义 及 x? 分 布 的 可 加 性 
可 得 
86/02 ~ Y n — r). (8.5) 
由 上 式 还 可 得 到 
Е(5/(п 一 r)) = 2. (8.6) 
另外 可 以 证 明 : 


(1) Е(54) = (r— De + У) nat; 
іі 
(2) Sa 与 Se 相互 独立 , 且 当 H, 成 立时 有 


Sa/o ~ X (r—1), (8.7) 
E(S4) = (r— Do. (8. 8) 


3. 假设 (8.2) 的 检验 法 
由 式 (8.5) 和 式 (8.7) 以 及 下 分 布 的 定义 可 知 , 当 H, 成 立时 有 


зыл ы» —F(r—1,n—r), 
== 
于 是 可 以 建立 检验 假设 (8.2) 的 检验 法 . 取 

z 8А/(ғ-1) 

= 5:/(п = r) (8.9) 
为 检验 统计 量 . 由 前 述 的 分 析 可 知 ,对 于 给 定 的 显著 性 水 平 ,假设 (8. 2) 的 拒绝 域 为 

Sa/(r=1) 5 
Е sJan ZEC 1l,n—r). (8.10) 


即 当 FF,(r 一 1,n 一 7) 时 ,拒绝 Но ЖЕ. АКЕ 0022 t 8; G.E Ho. 
上 述 的 检验 法 称 为 方差 分 析 法 ,其 分 析 结 果 常 列 成 表 8-2 的 形式 , 称 为 方差 分 析 表 . 


表 8-2 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 F fË 
因素 A SA | Sa =S4/(r—1) 
误差 SE nor SE=SE/(n—r) F=% 
SE 
总 和 Sr w= 


注 : 通常 为 简化 计算 过 程 ,提高 计算 精度 ,可 按 下 列 顺序 计算 St ,SA Se- 
ѕ = 222211 x), 


i=1 j=1 i=1 j=1 


5, = 2 s (226) (2 Ж 
біле — S, 
某 灯泡 厂 用 4 种 不 同 的 配料 方案 制 成 的 灯丝 生产 了 四 批 灯泡 ,在 每 批 灯泡 中 随 
机 抽取 若干 个 灯泡 ,测量 其 使 用 寿命 (单位 : h) ,数据 见 表 8-3. 


81 £a ++ > aw 


Ж 8-3 h 
т № 
灯丝 
1 2 3 4 5 6 7 8 
Hi 1600 1610 1650 1680 1700 1700 1780 
É 1500 1640 1400 1700 1750 
再 1640 1550 1600 1620 1640 1600 1740 1800 
T 1510 1520 1530 1570 1640 1680 


试问 这 4 种 灯丝 生产 的 灯泡 的 使 用 寿命 有 无 显著 差异 . (a=0.1) 

本 题 中 灯泡 的 使 用 寿命 为 试验 指标 ,灯丝 的 配料 为 因素 ,4 种 不 同 的 配料 方案 为 
4 个 水 平 , 故 本 题 是 一 个 单 因素 四 水 平 的 试验 .于 是 有 

原 假设 Ho :pn =p =p =M 

备 择 假 设 Н; цара Из А 不 全 相等 . 

由 表 8-3 得 r=4,n=7,n,=5,n,=8,n,=6,n=26, X Е,1(2,223-2.35. ҚАЯЖА 
式 经 计算 可 得 方差 分 析 表 ( 见 表 8-4). 

因为 1. 6382, 35, 故 接受 H, , 即 认 为 用 4 种 不 同 的 灯丝 配料 生产 的 灯泡 其 平均 使 用 
寿命 无 显著 性 差异 . 从 而 ,灯泡 厂 在 选择 灯丝 配料 方案 时 就 可 以 从 降低 成 本 等 方面 来 考虑 ， 
而 无 须 过 多 考虑 使 用 寿命 方面 的 问题 . 


表 8-4 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 下 值 
灯丝 配料 39776.4 š 13258.8 
误差 178 089 22 8095 1.638 
总 和 217 865. 4 25 


今 有 6 种 不 同 的 农药 ,在 相同 的 条 件 下 分 别 进行 杀 虫 试验 ,试验 结果 见 表 8-5. 
问 : 杀 虫 率 是否 因 农药 的 不 同 而 有 显著 的 差异 ? (а-0.01) 


本 题 是 一 个 单 因素 六 水 平 的 试验 . 于 是 有 
原 假设 Hy: =p === р; 
备 择 假设 H. sga о "6 不 全 相等 . 


由 表 8-5 得 r=6,n =3,п, =4,n; =2, n, =2,1; =4,n =3,п= 18. Ü A fl XZ: ЯН 
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算 可 得 方差 分 析 表 ( 见 表 8-6) : 


Ж 86 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 F fä 
农药 3794.5 5 758.9 
误差 178 12 14.83 51.17 
总 和 3972.5 17 


AX 51. 17>Е, (5.12) =5. 06.08 Ho, 即 认为 不 同 农药 的 杀 虫 率 有 显著 差异 . 由 
表 8-5 可 知 ,第 五 种 农药 的 杀 虫 率 最 高 ,其 平均 杀 虫 率 高 达 94. 25%. 

另外 ,在 实际 问题 中 ,影响 试验 结果 的 因素 往往 不 止 一 个 ,这 时 要 考虑 每 个 不 同 因素 的 
作用 ,就 要 用 到 多 因素 试验 的 方差 分 析 , 相 关内 容 读 者 可 参考 其 他 有 关 书 籍 . 


8.2 一 元 线性 回归 


8.2.1 回归 的 含义 


在 客观 世界 中 普遍 存在 的 变量 之 间 的 关系 一 般 来 说 可 分 为 确定 性 的 与 非 确定 性 的 两 
种 . 确定 性 关系 是 指 变量 之 间 的 关系 可 以 用 函数 关系 来 表达 ,如 圆 的 周 长 ! 与 半径 > 之 间 的 
关系 为 !=2xr. 非 确定 性 的 关系 也 可 称 为 相关 关系 ,这 种 关系 无 法 用 一 个 精确 的 数学 式 子 
来 表示 . 例如 人 的 身高 与 体重 之 间 的 关系 ,学 习 成 绩 与 学 习 时 间 之 间 的 关系 .收入 与 智商 之 
间 的 关系 等 ,都 是 相关 关系 . 这 些 相 关 关系 中 的 变量 可 以 是 随机 的 ,也 可 以 是 非 随 机 的 .我 们 
要 用 到 的 变量 主要 有 两 种 类 型 . 一 种 变量 相当 于 函数 关系 中 的 自 变量 ,该 变量 能 够 赋予 一 个 
需要 的 值 (如 试验 的 温度 ) ,或 能 取 到 一 个 可 以 观测 但 不 能 人 为 控制 的 值 (如 入 的 身高 ). 这 种 
变量 称 为 预报 变量 (或 自 变量 ). 预报 变量 的 变化 能 影响 另 一 些 变量 的 变化 ,这 样 的 变量 称 为 
响应 变量 (或 因 变 量 ). 预报 变量 与 响应 变量 间 无 明显 的 界线 ,往往 与 所 考虑 的 实际 问题 有 
关 . 由 预报 变量 ( 非 随机 变量 ) 来 估计 或 预测 某 一 响应 变量 (随机 变量 ) 时 ,所 进行 的 统计 分 析 
称 为 回归 分 析 . 回归 分 析 就 是 研究 相关 关系 的 一 种 数学 工具 . 
回归 分 析 用 来 研究 预报 变量 的 变化 对 响应 变量 的 变化 的 影响 程度 ,其 目的 在 于 根据 已 
知 的 预报 变量 的 变化 来 估计 或 预测 响应 变量 的 变化 情况 . 回归 (regression) 一 词 是 由 英国 生 
物 统计 学 家 Francis Galton 于 1885 年 提出 的 . 他 发 现 : 如 果 父辈 身材 高 大 , 则 后 代 的 身材 要 
比 父 非 的 身材 无 一 些 ; 如 果 父 韭 身 材 矮小 , 则 后 代 的 身材 要 比 父 非 的 身材 高 大 一 些 . 即 后 代 
的 身高 有 向 平均 值 靠拢 的 趋向 ,在 两 端的 高 度 的 后 代 , 其 高 度 有 向 中 心 回归 的 趋势 , 离 中 心 
越 远 ,所 受 回 归 的 压力 越 大 . 因此 ,他 用 回归 一 词 来 描述 后 代 的 身高 与 父辈 的 身高 的 这 种 关 
系 .尔后 ,英国 著名 统计 学 家 K. Pearson 等 人 搜集 了 上 千 个 家 庭 成 员 的 身高 数据 ,分 析出 儿 
子 的 身高 y 与 父亲 的 身高 x 间 的 关系 ,大 致 可 以 表示 为 y=0. 516x 十 33.73( 单 位 ; in) ,从 而 
进一步 证 实 了 Galton 的 “回归 定律 ” 


8.2.2 一 元 线性 回归 
只 有 一 个 预报 变量 的 回归 分 析 称 为 一 元 回归 分 析 . 多 于 一 个 预报 变量 的 回归 分 析 称 为 
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多 元 回归 分 析 . 当 变 量 间 具有 线性 关系 时 ,相应 的 回归 分 析 称 为 线性 回归 分 析 . 

对 于 预报 变量 x 的 每 一 个 值 ,响应 变量 Y 的 取 值 是 随机 的 ,但 它 的 总 体 均值 E(Y) 是 唯 
一 的 , 它 是 zx 的 函数 , 记 为 f(x)( 即 E(Y)==f(x)). 又 Y=E(Y) 十 e, 其 中 e 是 随机 变量 ， 
E(e)==0, 称 E(Y) 为 Y 关 于 x 的 回归 函数 . 方程 ?= jz) 称 为 回归 方程 . 相应 的 图 形 称 为 回 
归 曲 线 . 特别 地 , 当 回归 曲线 为 直线 时 , 称 为 回归 直线 . 

函数 f(x) 的 具体 形式 可 通过 样本 进行 估计 . 对 于 z 的 一 组 值 zl ,zs,…,x,, 作 独立 试 
验 ,得 到 关于 YY 的 个 观察 结果 yi уго. 于 是 及 n 对 观察 值 : 

(тізу), Tz ya) Tas Ya). 

É n 对 结果 就 是 容量 为 n 的 样本 ,我 们 要 解决 的 问题 是 如 何 利用 样本 估计 了 (zx). 通常 
可 以 根据 上 述 的 观察 值 ,在 直角 坐标 系 中 描 出 相应 的 点 ,所 得 到 的 图 形 叫 散 点 图 . 利用 散 点 
图 可 以 粗略 地 看 出 Y 与 x 的 关系 ,从 而 推测 出 f(x) 的 形式 ,并 从 这 种 形式 出 发 , 作 进 一 步 
的 分 析 . 

1. 一 元 线性 回归 模型 

这 里 我 们 只 考虑 回归 函数 f(x) 是 xz 的 线性 函数 的 情况 . 现 假设 对 于 x 在 某 个 区 间 内 的 
每 一 个 值 都 有 可 观测 的 随机 变量 Y=a 十 bx 十 e, 其 中 a,p 为 未 知 参数 ,e 是 不 可 观测 的 随机 
变量 , 且 满 足 E(e)=0,D(e) =0 (02 ЖЯ. H <+). 于 是 可 得 到 下 面 的 模型 , 

Y =a+br+e 
Ев) -0, Dle) = ° 
式 (8. 11) 称 为 一 元 线性 回归 模型 . 

如 果 能 够 求 出 式 (8. 11) 中 a,b 的 估计 4 ,6, 取 $=6 十 bz 作为 1(z)==a 十 bz 的 估计 ,此 
时 , 称 方程 =4 十 br 为 Y 关 于 x 的 一 元 线性 回归 方程 . RASH a,b 称 为 回归 系数 ,预报 变 
h: + 也 称 为 回归 变量 . 5 表示 4 ,0 确定 之 后 ,对 于 每 个 给 定 的 x, 与 之 相应 的 Y 的 预报 值 (或 拟 
合 值 .回归 值 ). 方程 y=& 十 bx 称 为 预报 方程 (或 拟 合 方程 .回归 方程 ) ,对 应 的 直线 称 为 回归 
直线 (或 拟 合 直 线 ). 

2 最 小 二 乘 估计 

现 利用 最 小 二 乘法 来 估计 模型 式 (8. 11) 中 的 未 知 参数 a,b. BRA n 组 独立 观察 值 
(ауу) (Toyy2) ең (т, y.) ,由 式 (8.11) 可 得 

y: = а +0: е 


(8.11) 


ç (8.12) 
Ес) =0, Dle) = 02, єє," ve, 相互 独立 
令 
Q(a.b) = > (yi а), (8.13) 
i=1 


Q(a,0) 称 为 偏离 真实 直线 的 偏差 平方 和 . 


用 最 小 二 乘法 估计 a,6, 就 是 使 0(а,5)-шіп Qla,b). 
分 别 求 Q(a,6) 关 于 a,6 的 偏 导数 ,并 令 其 等 于 0, 可 得 
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得 到 方程 组 


(У) Ja + (ха ) - ый 
上 式 称 为 正规 方程 组 . 解 该 方程 组 可 得 


А 
У) му — nry 
— in 


b 


i (8.14) 
i=l 


уу а=) Yie 


1—1 і=1 


此 时 ,所 求 的 一 元 线性 回归 方程 为 


j=â+br. (8.15) 
若 将 6 二 y 一 bx 代入 式 (8.15) ,可 得 


3—y= 6b(r—7). (8.16) 
式 (8.16) 表 明 , 回 归 直 线 通 过 散 点 图 的 几何 中 心 (z,y). 
为 了 便于 记忆 和 书写 , 常 引 入 下 述 记号 : 


> (2; = х)? Уа ! (Уа) Уа т? 
i i=l i= 


nz 
ek n V j=j 

в, = DoD = Di- HDn = Ў аў 
іті іті n. =1 


5. Tiz х)(у: — у) Уу, 10а) (ә) S yqa = Es 
ізі i i=1 


ізі ізі 


(8.17) 
а= у= 
为 研究 温度 对 某 化 学 过 程 的 产量 的 影响 , 作 试验 得 到 数据 如 表 8-7 所 示 . 
表 8-7 


温度 z/C 5 4 


产量 y 1 5 


求 :了 关于 zx 的 回归 方程 . 
利用 表 8-7 中 的 数据 及 式 (8. 17) ,经 计算 可 得 


п п 


п= 1, 2=0, Ў) 22 =110, у= 9.273, ту, = 158, 
Ре ігі 
5.-110, S; = 158, i= 2 = 1.436, а= уі = 9.273 


所 以 回归 方程 为 
ў = 9.273 十 1.4367. 


3. 0o? 的 点 估计 
对 于 每 个 x;, 由 回归 方程 3=4 十 bx 有 3; 二 6 十 bx;, 称 y; 一 5 为 x; 处 的 残 差 ,并 称 平 
方 和 


Q, = У) i—i) = У) (y, а br) (8.18) 
i=1 i=1 


为 残 差 平方 和 . 式 (8. 18) 经 化 简 有 Q. =S, 一 饭 S- .另外 可 证 明 
о. 
с? 


| кемігі 


~ 201—2), (8.19) 


FEA F| ]=s-2.m (0, 


#= 9 (8.20) 
CE 的 无 偏 估计 . 式 (8. 20) 即 为 o 的 点 估计 . 
4 线性 假设 的 显著 性 检验 
我 们 所 求 的 一 元 线性 回归 方程 3$=a 十 入 ,是 在 线性 假设 Y=< 十 好 十 e 的 前 提 下 得 出 
的 . 该 线性 回归 方程 是 否 符合 实际 , 需 通过 假设 检验 的 方法 来 进行 判断 . 注意 到 若 p 等 于 0， 
WY 5 + 之 间 不 存在 线性 关系 , 故 问 题 的 实质 是 回归 系数 0 是 否 为 0. 因 此 ,可 检验 如 下 的 
假设 : 
Н,:5-0 
H,: bZ 0 ` 


若 在 模型 式 (8. 11) 中 ЕВЕ e= МСО, 02), ER~ N(b.a2 /S.,). 对 0 进行 标 
准 化 可 得 


(8.21) 


4-% 
ИМЕН 
нің Q, 相互 独立 .由 式 (8.19) 、 式 (8.20) , 式 (8.22) 及 1 分 布 的 定义 ,有 


b—b | (2 一 2) 5° 
46/5, ГА 


~ N(0,1), (8.22) 


Je 2) ~t(n— 2), 
即 


В IST saln. (8.23) 


6 


第 8 章 方差 分 析 与 回归 分 析 简 介 


于 是 取 检 验 统计 量 为 
T= b JS: (8.24) 
对 于 给 定 的 显著 水 平 a, Ho 的 拒绝 域 为 
теі 


若 拒绝 Ho ,说 明 回归 效果 显著 ;而 接受 ,说 明 回归 效果 不 显著 . 
当 回 归 效 果 显著 时 ,还 可 进一步 计算 回归 系数 4b 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 . 具体 结 
RUF: 


VS > ts (n— 2). (8. 25) 


OD = (0 ts(n—2) —— b+ ts Qm —2) 一 人 ) (8.26) 


VS- S= 

检验 例 1 的 回归 方程 的 效果 是 否 显著 (=0. 01). ERA WRH b ñm E 
为 0.95 的 置信 区 间 . 

由 式 (8. 24) 得 

i I / а V110 = 9.7798, 

ПІ te (0—2) =to, os 09) =3. 2498. 由 于 9. 7798223. 2498, JE H,, 因 而 ,可 认为 线性 回归 效 
果 显著 . 

由 式 (8. 26) 可 得 4 а [š Ë 0.95 的 置信 区 间 为 


0.934 | , [0.934 
8250 ,0. 483 + 2. 306 X 8250 | 


b,b) = (в 483 — 2. 306 X 
= (0. 458,0. 508). 


5. 利用 回归 方程 进行 预测 与 控制 

当 回 归 效 果 显 著 时 ,可 以 利用 回归 方程 进行 预测 与 控制 . 所 谓 预 测 问 题 就 是 对 给 定 的 x 
值 预测 相应 的 y 的 值 ;而 所 谓 控制 问题 是 指 通 过 控制 x 的 值 以 便 把 y 的 值 控制 在 指定 的 范 
围 之 内 . 

1) 预测 

Ü z 5 y 满足 线性 回归 模型 (8.11), 且 e~N(0,0). 若 zo 表示 x 的 某 个 给 定 的 值 ,由 
回归 方程 的 意义 ,可 用 回归 值 5 二 4 十 bx。 作 为 yo 的 预测 值 , 且 35 是 Eyo 的 无 偏 估 计 . 

可 证 明 


РНЕ." 
š, ~м(а+ь. 1 >e), 


Sr 
故 
КА 11-2), 
Yo — Jo n(o т s J) 
经 标准 化 可 得 
U= PLL ~ N(0,1) 
ET] 
app tyan 


由 式 (8. 19) 和 式 (8. 20) 148 
V= 


= 22 
SED AL ~ lai 2). 
H y 30,02 是 相互 独立 的 ,以 及 1 分 布 的 定义 ,可 知 

T % 5 ~ tn —2). 


a Y (zo = х)° 
6 Ба” ss 


P(I|T|< i @m—2)) = 1—a, 


ХРАМА 1-а.Я 


ШІ 
Р(ў — 200) < yo < x T0(z4)) = 1-а, 
其 中 


(8.27) 


Dao) = à (n— 2) |1 1. ас) 

于 是 得 到 yo 的 置信 度 为 1 一 a 的 预测 区 间 为 
(Jo — 020), Jo 十 SCzo)). (8,28) 
由 8S(zo) 的 定义 可 知 , 残 差 平方 和 Q, 越 小 ,预测 区 间 的 长 度 就 越 小 , 即 预测 越 精确 . 另 
外 ,对 于 样本 值 和 置信 度 给 定 的 情形 ,zo 越 接近 ,预测 精度 也 越 高 . 
求 例 1 中 当 zo=3 时 ,yo 的 预测 值 和 置信 度 为 0. 95 的 预测 区 间 . 
由 例 1 可 得 回归 方程 为 
y= 9.273 二 1.436zx， 


所 以 , 当 zo 二 3 时 yo 的 预测 值 为 
$ = 9.273 + 1. 436 X 3 = 13. 581. 
X za =3 时 ,由 式 (8.27) 可 得 


二 
Bea) = [1 
1 n 5. 


所 以 由 式 (8. 28) 得 уо 的 置信 度 为 0. 95 的 预测 区 间 为 (9. 818,17. 344). 

2) 控制 

控制 问题 是 预测 的 反问 题 ,相当 于 要 使 y 以 置信 和 度 1 一 a 在 指定 区 间 (y s ya) A BUE, 
工 应 控制 在 什么 范围 内 . 即 求 出 区 间 С, оао) МЕҢ л Саа 时 ,对 应 的 y 的 值 以 概率 
1 一 a 落 在 指定 的 区 间 (yi ,yz ) 内 . 

本 书 仅 讨论 样本 容量 较 大 ,是 + fE z 附近 的 情形 .此 时 利用 


(ааш). 


ж1 
S. 


ца-Әла, 144 y 
n 
来 简化 求解 过 程 . 经 计算 可 得 + 的 控制 区 间 为 
(о.-4%аӘ/і, (9 —â— z; ê)/b). (8. 29) 
Ж. 欲 实 现 上 述 控制 ,应 使 区 间 (y ,yz КЕК 2242. 
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8.2.3 常用 非 线性 回归 的 线性 化 方法 

实际 问题 中 ,预测 变量 与 响应 变量 间 不 一 定 呈 线性 的 相关 关系 . 在 某 些 特殊 情况 下 ,可 
通过 对 预测 变量 和 响应 变量 作 适 当 的 变换 ,将 非 线性 的 相关 关系 转化 为 线性 相关 关系 ,以 便 
用 线性 回归 的 方法 进行 处 理 . 下 面 以 四 种 最 常见 的 情形 为 例 加 以 说 明 . 


1. 双 曲 线 
对 于 双 曲 线 
1 =a A 
y т 
作 变 换 а.о. ПАНЕ 
и = а-о. 
2 RAR 
ХЕ 
У = ах”, 
作 变 换 и 1а y,v=ln z,c=ln a, 可 得 线性 函数 
и = с+ фо. 
3. 指数 函数 
对 于 指数 函数 
w ае", 
作 变 换 u=ln у.с a, 可 得 线性 函数 
£ = c+ ix. 
4 对 数 函 数 
对 于 对 数 函 数 


y=a+bln z, 


作 变 换 v=ln zx, 可 得 线性 函数 


y=a+b. 
在 实际 应 用 中 ,一 般 是 根据 给 出 的 组 数据 (zi syi) s Cez s y2) se s (zyw), 在 平面 上 标 
出 于 个 点 ,根据 这 个 点 所 呈现 的 形状 ,与 直线 或 以 上 几 种 常见 的 曲线 进行 比较 ,选择 直线 
或 曲线 进行 拟 合 . 
了 加 人 的 主动 脉 压 与 主动 脉 容积 的 关系 如 表 8-8 所 示 . 
表 8-8 
容积 V/ml 10 25 50 75 100 125 150 
脉 压 P/mmHg 2 6 18 38 62 93 138 


试用 指数 函数 来 拟 合 主动 脉 压 与 主动 脉 容积 的 关系 曲线 , 求 出 相应 的 回归 方程 . 
设 指数 函数 为 P 二 ae” ,并 作 变 换 wu 二 ln P,c=ln a, 可 得 线性 函数 
и = c+bV. 


H + 8-8 的 数据 可 得 新 的 数据 如 下 : 


у 10 25 50 75 100 125 150 


и=1һ Р 0. 6931 1. 7981 2.8904 3. 6376 4.1271 4. 5850 4. 9273 


将 上 述 新 的 数据 代入 式 (8. 17) ,经 计算 可 得 
c = 1.0376. b= 0. 0288, 
所 以 得 到 相应 的 回归 方程 为 
Р = 2. 8226-9887, 
在 实际 问题 中 ,影响 结果 Y 的 因素 往往 不 止 一 个 . 此 时 ,预报 变量 大 于 一 个 ,该 问题 属 
于 多 元 回归 问题 . 感 兴趣 的 读者 可 参考 其 他 有 关 书 籍 . 


小 结 


本 音 简 要 介绍 了 方差 分 析 与 回归 分 析 中 的 基本 内 容 。 通 过 对 单 因素 方差 分 析 和 一 元 线 
性 回归 的 学 习 , 使 学 生 了 解 如 何 运 用 统计 分 析 方法 解决 实际 应 用 问题 ,并 初步 培养 学 生 将 实 
际 问题 归结 为 数学 问题 的 建 模 能 力 。 

基本 要 求 : 

(1) 了 解 单 因素 试验 的 方差 分 析 的 数学 模型 ,了 解 平方 和 的 分 解 . 

(2) 了 解 Se 和 SA 的 统计 特性 ,能 够 运用 方差 分 析 表 人 处理 简单 的 单 因素 方差 分 析 问 题 . 


(3) 了 解 回归 的 概念 ,了 解 一 元 线性 回归 模型 ,会 用 最 小 二 乘法 计算 а,Ь 的 估计 . 

(4) 了 解 线 性 假设 的 显著 性 检验 ,会 利用 回归 方程 进行 简单 的 预测 与 控制 ,了 解 常 用 非 
线性 回归 的 线性 化 方法 . 

Ең. 平方 和 的 分 解 ,方差 分 析 表 ,一 元 线性 回归 方程 的 求解 ,最 小 二 乘法 . 

难点 : 运用 方差 分 析 表 人 处理 单 因素 方差 分 析 问 题 ,一 元 线性 回归 方程 的 求解 及 相关 计算 . 

本 章 知识 结构 : 


平方 和 的 分 解 

单 因素 方差 分 析 SE 和 SA 的 统计 特性 
一 | 方差 分 析 表 

元 线性 回归 模型 

上 最 小 二 乘 估计 

ab 的 估计 

中 的 点 估计 

线性 假设 的 显著 性 检验 
预测 与 控制 

常用 非 线性 回归 的 线性 化 


орыта ере” 
І 


元 回归 
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习题 8 


1. 设 有 3 台 机 器 生产 规格 相同 的 薄 钢 板 . 现 从 生产 出 的 钢板 中 各 取 5 块 , 测 出 其 厚度 
值 ,如 表 8-9 所 示 . 


表 8-9 mm 


机 器 厚度 测量 值 


设 各 测量 值 服从 同方 差 的 正 态 分 布 , 试 分 析 各 机 器 生产 的 薄 钢 板 的 厚度 有 无 显著 差异 . 
(а--0.05) 

2. 考察 4 种 不 同类 型 的 电路 对 计算 器 的 响应 时 间 的 影响 , 测 得 数据 如 表 8-10 所 示 . 设 
各 测量 值 服从 同方 差 的 正 态 分 布 , 试 分 析 各 类 型 的 电路 对 计算 器 的 响应 时 间 有 无 显著 差异 . 
(a=0.05) 


Ж 8-10 ms 
电路 类 型 响 应 时 间 
I 19 22 20 18 15 
lI 20 21 33 27 40 
Ш 16 15 18 26 17 
N 18 22 19 


3. 某 学 院 有 3 个 班 ,进行 了 一 次 高 等 数学 考试 . 从 各 班 随机 抽取 部 分 学 生 ,记录 其 数学 成 绩 
如 表 8-11 所 示 . 设 各 测量 值 服从 同方 差 的 正 态 分 布 , 试 分 析 各 班 成 绩 有 无 显著 差异 . (一 0. 05) 


表 8-11 分 
班级 RO 
73 66 89 60 82 45 93 80 36 77 43 73 
2 88 77 78 31 48 78 91 62 51 76 85 96 74 80 56 
3 87 68 41 79 59 71 56 68 91 53 79 71 15 


4. 测量 4 种 不 同类 型 外 壳 的 彩色 显像管 的 传导 率 , 得 到 传导 率 的 观察 值 如 表 8-12 所 示 . 


Ж 8-12 
类 型 1 146 
类 型 2 143 
类 型 3 129 
类 型 4 129 


试 分 析 外 壳 类 型 对 传导 率 有 无 显著 影响 . (a 二 0. 05) 
5. 某 河 的 径流 量 y 与 该 地 区 的 降雨 量 x 有 关 , 测 量 数据 如 表 8-13 所 示 . 设 径流 量 y 是 


补充 与 提高 
正 态 变量 ,方差 与 zx 无关 
Ж 8-13 
2, по 184 145 122 165 143 78 129 62 130 | 168 
y 25 81 36 33 70 54 20 44 1.4 41 75 


R: (1) 径流 量 y 关于 降雨 量 z 的 一 元 线性 回归 方程 ; 
(2) o 的 估计 值 ; 
(3) zo 二 155 时 ,yo 的 预测 值 . 
6. 为 研究 某 一 化 学 反应 过 程 中 温度 z( 单 位 : C) 对 产品 得 率 y(%) 的 影响 , 测 得 数据 
如 表 8-14 所 示 . 求 : (1) y 关 于 xz 的 一 元 线性 回归 方程 ;(2) ог 的 无 偏 估计 ;(3) 检 验 回归 效 
果 是 否 显著 . (а-0.05) 


表 8-14 


7. 炼 铝 厂 测 得 铝 的 硬度 > 与 抗 张强 度 y 的 数据 如 表 8-15 所 示 . 


表 8-15 
2 68 53 70 84 60 72 51 83 70 64 
у 288 298 349 343 290 354 283 324 340 286 


(1) 求 抗 张强 度 y 对 硬度 xz 的 回归 方程 ; 

(2) 检验 回归 方程 的 显著 性 (a==0. 05); 

(3) 求 y 在 x=65 处 的 预测 区 间 ( 置 信 度 为 0.95). 

8. 某 建材 实验 室 在 作 陶 粒 混凝土 强度 试验 中 ,考察 每 立方 米 混凝土 的 水 泥 用 量 z( 单 
(М. kg) 对 28 天 后 的 混凝土 抗 压强 度 y( 单 位 : kg/cm? ) 的 影响 . 测 得 如 表 8-16 所 示 数 据 . 


表 8-16 


24 150 160 170 180 190 200 220 230 240 250 260 


y | 56.9 58.3 61.6 64.6 71.3 74.1 77.4 80.2 82.6 86.4 | 89.7 


а) 求 y 对 xz 的 线性 回归 方程 ,并 求 每 立方 米 混 凝 土 中 增加 1 kg 水 泥 时 ,可 提高 的 抗 
压强 度 是 多 少 ; 

(2) 检验 线性 回归 效果 的 显著 性 (一 0. 05); 

(3) j| z+ =22.5 kg 时 ,yo 的 预测 值 及 预测 区 间 ( 置 信 度 为 0. 95). 


补充 与 提高 


9. 由 于 钢水 对 耐火 材料 的 浸 蚀 ,出 钢 时 所 用 的 盛 钢 水 的 钢 包 的 容积 不 断 增 大 . 我 们 
希望 找 出 使 用 次 数 zx 与 增 大 的 容积 了 之 间 的 关系 . 试验 数据 列 于 表 8-17. (1) 根 据 试验 


150: 第 8 章 Z > Aaaah ÁA 
数据 做 出 散 点 图 ; (2) 用 双 曲 线 拟 合 数据 , 求 出 相应 的 回归 方程 ; (3) 检 验 回归 效果 是 否 
显著 (a=0. 01). 


表 8-17 

т 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
y 6.42 8.20 9.58 9.50 9.70 10.00 | 9.83 9.99 10.49 
т п 12 13 14 15 16 

y 10.59 | 10.60 | 10.80 | 10.60 | 10.90 | 10.76 


100070 
200070 | 100070 


800070 200070 
220070 600070 | 200070 
180070 1800 


0 | 600070 | 200070 


912070 660070 | 70070 | 800070 | [000 ` 


080 0 822070 | 021070 | <60070 | <00070 | £000 200070 1000” 

800170 899070 | 196070 ІРІ070 | ІЕ0070 | 0200 210070 | 200070 | 600070 | 200070 | 1000” 

І89170 966170 | 206070 | 127070 | «61070 | TTITO 220070 | 050070 | 060070 | 910070 | 200070 | 600070 | 1000 

072270 861270 | 6081770 819070 | P60 8880 0 | 782070 | 861070 | 921070 | 270070 | ЕЕ0070 | 110070 

072270 595270 | 202270 668170 | 2791 ЗЕРТ 912170 | 886070 | 8520 "0 | 966070 | ЕЕЕ0О70 | 7910” 

брт 70 | 250270 | 202270 629670 | 6с96 56656 927670 | 662670 | 8808 "0 | І89270 | 6222 '0 | 2691” 

867070 | 128070 | ЕСЕТ 0 | 1620270 | 629870 | 9901 £6PT 8878 `0 | 690970 | £049°0 | 8072 "0 | 2818” 
Qe 07% ест от 370 Е: Е 0 270 
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常用 概率 统计 表 


附录 A 


Я 


100070 ТЕ 
200070 100070 06 
Ү00070 200070 62 
600070 Е00070 | 100070 82 
210070 200070 | 200070 | 100070 26 
620070 ЕІ0070 | с000 °0 | 200070 92 
050070 Ү20070 | 110070 | Р000 0 | 100070 54 
Е80070 Е?0070 | 020070 | 800070 | 600070 | 100070 Pe 
681070 | P400°0 | 960070 | 910070 | 900070 | 200070 £2 
7020 0 221070 | 590070 | 060070 | ЕІ0070 | ғ00070 | 100070 22 
662070 | 161070 | 601070 | <50070 | 7200 °0 | 600070 | 600070 | 100070 12 
817070 | 982070 | 271070 | 260070 | 970070 | 610070 | 900070 | 200070 02 
285070 | 807070 | 222070 | 191070 | 780070 | 260070 | 710070 | 7000 °0 | 100070 6T 
904070 | 756070 | 266070 22070 | <Р1070 | 120070 | 620070 | 010070 | 200070 8I 
278070 | 612070 | 165070 | 8880°0 | 262070 | 821070 | 850070 | 120070 | 900070 | 100070 ¿I 
096070 | 598070 | 617070 75070 | 296070 | 212070 | 601070 | сроо "о | stooo | 600070 | 1000” 9T 
520170 | 686070 | <88070 | 7220 °0 | 88S0 0 | 2У5070 | +6100 | 060070 | 660070 | 6000 ` 200070 | [000 0 SI 
520170 | 190170 | 120170 | so6o'o | 827070 | 125070 | pz£€go'o | 691070 | 120070 | е20070 | <00070 | 200070 | 100070 А! 
956070 | 190170 | 660170 | 950170 | 926070 | 627070 | ?0<070 | 962070 | 271070 | 250070 | 610070 | 900070 | 200070 | 100070 ЕТ 
8208070 786070 | 660170 | PITI 70 | 60170 | 896070 | 822070 | 1800 | 792070 | ЕТІ1070 | 700 '0 | 610070 | 900070 | 200070 21 
Е99070 Е?8070 | <І0170| РРТС 70 | ?61І70| LETTO | 026070 | 222070 | 257070 | 622070 | 280070 | тоо °0 | 610070 | 200070 ТІ 
987070 899070 | 668070 | 8Р0Т 70 | Т6ІТ 70 | 162170 | 981І 0 | 666070 | 017070 | ЕТ?О70 | І8І070 | 701070 | 650070 | 620070 01 
28070 227070 | 099070 | 7280 '0 | 680170 | 162170 | 8ТЕІ 70 | ТРЕТ 70 | pIOI O | 889070 | 696070 | 262070 | 261070 | 590070 6 
561070 f080 "0 | 25%070 | 569070 | 888070 | 921170 | 8ІЕТ 70 | 9661 ТОЕТ O | ЕЕОТ70 259070 | 697070 | 862070 | 691070 8 
701070 У21070 | 182070 | 267070 | 979070 | 106070 | 121170 | 9681 0671 228170 | ppOI O | 728070 | <66070 | 686070 2 
870070 280070 | Т61070 | 662070 | І1%070 | 189070 | T1160°0 | IZZI 0671 9091 297170 | 182170 | 270170 | 172070 9 
610070 280070 | 120070 | 221070 | 22070 | 826070 | 209070 | 916070 | 2221 909770 | SS¿I'O | 807170 | 696170 | 226170 4 
900070 Е10070 | 220070 | Е<0070 | 201070 | 681070 | 266070 | 626070 | 2160 бЕЕТ `0 | 662170 | 868170 | Ұ66170 | 888170 2 
200070 ?00070 | 800070 | 810070 | 260070 | 920070 | 061070 | 982070 | 125070 | 268070 | ТОРТ 70 | 289170 | PS6T°0 | 861270 € 
100070 | 200070 | 700070 | 010070 | #200 °0 | 0<0070 | 201070 | 220 °0 | 977070 | 278070 | <21170 | 697170 | 068170 2 
100070 | 200070 | "00070 | 110070 | 220070 | 790070 | 671070 | 256070 | 005070 | 6827070 | 250770 І 
100070 0070 | 600070 | <20070 | 790070 | ІІ1070 | Е810 70 | 206070 0 

SI PL ЕТ 21 ТІ 6 8 2 9 5 977 o'r 476 
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附录 A 常用 概率 统计 表 


续 表 
4=20 =30 
k b k b k b k b k b k b 
5 0. 0001 20 |0.0889| 35 |0.0007| 10 25 |0.0511| 40 0. 0139 
6 0.0002 | 21 [0.0846] 36 | 0.0004 H 26 |0.0590| 41 0.0102 
7 0.0006 | 22 |0.0769| 37 |0.0002| 12 |0.0001) 27 |0.0655| 42 0. 0073 
8 0.0013 | 23 [0.0669] 38 | 0.0001 13 |0.0002| 28 |0.0702| 43 0. 0051 
9 0.0029 | 24 |0.0557| 39 | 0.0001 14 0.0005 | 29 |0.0727| 44 0. 0035 
0 | 0.0058) 25 |0. 0446 15 |0.0010| 30 |0.0727| 45 0. 0023 
1 |0.0106| 26 | 0.0343 16 |0.0019| 31 |0.0703| 46 0.0015 
12 |0.0176| 27 | 0.0254 17 [0.0034 | 32 |0.0659| 47 0. 0010 
3 |0.0271 28 | 0.0183 18 [0.0057 | 33 |0.0599| 48 0. 0006 
4 |0.0382 | 29 |0.0125 19 |0.0089| 34 |0.0529| 49 0. 0004 
5 |0.0517 | 30 |0. 0083 20 |0.0134| 35 |0.0453 | 50 0. 0002 
6 |0.0646 | 31 |0.0054 21 |0.0192| 36 |0.0378| 51 0.0001 
7 [0.0760] 32 |0.0034 22 |0.0261| 37 |0.0306 | 52 0. 0001 
8 |0.0844| 33 |0.0021 23 |0.0341| 38 | 0.0242 
9 | 0.0889) 34 |0. 0012 24 | 0.0426 | 39 | 0.0186 
А--40 =50 
k b k b k b k b k b k b 
8 |0.0001| 35 |0.0485| 55 |0.0043| 26 |0.0001| 43 |0.0363| 60 0. 0201 
9 |0. 0001 36 |0. 05391 56 0, 0031 27 |0.0001| 44 [0.0412 61 0.0165 
20 |0.0002| 37 [0.0583 | 57 | 0.0022] 28 [0.0002 | 45 0.0458 | 65 0.0063 
21 |0.0004| 38 [0.0614] 58 [0.0015 | 29 [0.0004 | 46 0.0498) 66 0.0048 
22 |0.0007| 39 [0.0629] 59 [0.0010] 30 [0.0007 | 47 0. 0530) 67 0. 0036 
23 |0.0012| 40 | 0.0629) 60 |0.0007| 31 |0.0011| 48 |0.0552| 68 0.0026 
24 |0.0019| 41 |0.0614| 61 | 0.0005 | 32 |0.0017| 49 |0.0564 | 69 0. 0019 
25 |0.0031| 42 | 0.0585) 62 |0.0003| 33 | 0.0026| 50 |0.0564| 70 0. 0014 
26 |0.0047| 43 |0.0544| 63 |0.0002| 34 [0.0038 | 51 0. 0552) 71 0. 0010 
27 |0.0070| 44 |0.0495| 64 |0.0001| 35 [0.0054] 52 0. 0531 72 0.0007 
28 |0.0100| 45 |0.0440| 65 |0.0001| 36 [0.0075] 53 | (0.0501 73 0. 0005 
29 |0.0139| 46 | 0.0382 37 |0.0102| 54 |0.0464| 74 0. 0003 
30 |0.0185| 47 | 0.0325 38 |0.0134| 55 |0.0422| 75 0.0002 
31 |0.0238| 48 |0.0271 39 |0.0172| 56 |0.0377| 76 0. 0001 
32 |0.0298| 49 |0.0221 40 |0.0215| 57 |0.0330| 77 0. 0001 
33 | 0.0361 50 | 0.0177 41 |0.0262| 58 |0.0285| 78 0. 0001 
34 |0.0425| 51 | 0.0139 42 |0.0312| 59 | 0.0241 


附录 A 常用 概率 统计 表 


1 ЕЗ 2 
Ф(2) = | етш 


Ат 
т 0. 00 0.01 0.02 0. 03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359 
0.1 | 0.5398 0. 5438 0.5478 0.5517 0. 5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753 
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0. 5948 0. 5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141 
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0. 6293 0. 6331 0.6368 0.6406 0. 6443 0.6480 0.6517 
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0. 6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879 
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 
0.6 | 0. 7257 0.7291 0.7324 0.7357 0. 7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0. 7967 0.7995 0.8023 0.8051 0. 8078 0.8106 0.8133 
0.9 | 0.8159 0,8186 0.8212 0.8238 0. 8264 0.8280 0.8315 0. 8340 0.8365 0.8389 
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 
1.1 | 0.8643 0.8665 0. 8686 0.8708 0.8729 0.8749 0. 8770 0.8790 0.8810 0.8830 
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015 
1.3 | 0.9032 0.9040 0. 9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 
1.4 | 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0. 9278 0.9292 0.9306 0.9319 
1.5 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9430 0.9441 
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0,9484 0.9495 0. 9505 0. 9515 0.9525 0,9535 0. 9545 
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633 
1.8 | 0.9641 0.9648 0. 9656 0.9664 0.9671 0.9678 0. 9686 0. 9693 0.9700 0.9706 
1.9 | 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9762 0.9767 
2.0 | 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817 
2.1 | 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0,9838 0.9842 0.9846 0. 9850 0. 9854 0, 9857 
2.2 | 0.9861 0.9864 0.9868 0. 9871 0.9874 0.9878 0. 9881 0.9884 0.9887 0.9890 
2.3 | 0.9893 0.9806 0. 9898 0.9901 0.9904 0.9906 0. 9909 0.9911 0.9913 0.9916 
2.4 | 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0,9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936 
2.5 | 0.9938 0.9940 0. 9941 0.9943 0.9945 0.9946 0. 9948 0. 9949 0.9951 0.9952 
2.6 | 0.9953 0.9955 0. 9956 0.9957 0,9959 0.9960 0. 9961 0.9962 0.9963 0.9964 
2.7 | 0.9965 0.9966 0. 9967 0. 9968 0. 9969 0.9970 0. 9971 0.9972 0.9973 0.9974 
2.8 | 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0. 9979 0.9980 0.9981 
2.9 | 0.9981 0. 9982 0. 9982 0. 9983 0. 9984 0. 9984 0. 9985 0.9985 0. 9986 0.9986 
3.0 | 0. 9987 0. 9990 0. 9993 0. 9995 0. 9997 0. 9998 0. 9998 0. 9999 0. 9999 1. 0000 


附录 A 常用 概率 统计 表 


附 表 A.3 x 分 布 表 


Рр? >X(m}=a 


В а | 0.995 0.99 0.975 0.95 0.90 0.75 0.25 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 
1 - — 0.001 0.004 0.016 0.102 1.323 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 
2 | 0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 0.575 2.773 4.605 5.991 7.378 9. 210 10.597 
3 | 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 1.213 4.108 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838 
4 | 0.207 0.297 0.484 0.711 1.064 1.923 5.385 7.779 9.488 11.143 13. 277 14.860 
5 | 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 2.675 6.626 9.236 11.071 12.833 15.086 16.750 
6 | 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 3.455 7.841 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548 
7 | 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 4.255 9.037 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278 
8 | 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 5.071 10.219 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955 
9 | 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 5.899 11.389 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589 
10 | 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 6.737 12.549 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188 
11 | 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 7.584 13.701 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757 
12 | 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 8.438 14.845 18.549 21.026 23.337 26.217 28.299 
13 | 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042 9.299 15.984 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819 
14 | 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 10.165 17.117 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319 
15 | 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 11.037 18.245 22.307 24.966 27.488 30.578 32.801 
16 | 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 11.912 19.369 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267 
17 | 5.697 6.408 7.564 8.672 10.085 12.792 20.489 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718 
18 | 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 13.675 21.605 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156 
19 | 6.844 7.633 8.907 10.117 11.651 14.562 22.718 27.204 30.144 32.852 36.191 38. 582 
20 | 7.434 8.260 9.591 10.851 12.443 15.452 23.828 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997 
21 | 8.034 8.897 10.283 11.591 13.240 16.344 24.935 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401 
22 | 8.643 9.542 10.982 12.338 14.042 17.240 26.039 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796 
23 | 9.260 10.196 11, 689 13.091 14.848 18,137 27.141 32.007 35.172 38.076 41.638 44, 181 
24 | 9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 19, 037 28.241 33.196 36.415 39. 364 42, 980 45, 559 
25 |10.520 11.524 13.120 14.611 16.473 19.939 29.339 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928 
26 |11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 20.843 30.435 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290 
27 |11.808 12.879 14.573 16.151 18.114 21.749 31.528 36.741 40.113 43.194 46.963 49.645 
28 |12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 22, 657 32.620 37.916 41, 337 44.461 48.278 50,993 
29 |13.121 14.257 16.047 17.708 19. 768 23, 567 33.711 39.087 42, 557 45,722 49.588 52, 336 
30 113, 787 14,954 16, 791 18. 493 20. 599 24, 478 34,800 40. 256 43, 773 46. 979 50. 892 53, 672 
31 |14, 458 15. 655 17. 539 19. 281 21. 434 25. 390 35, 887 41, 422 44. 985 48. 232 52, 191 55. 003 
32 |15. 134 16. 362 18. 291 20.072 22, 271 26. 304 36. 973 42, 585 46. 194 49. 480 53. 486 56. 328 
33 115.815 17. 074 19, 047 20. 867 23.110 27, 219 38, 058 43.745 47. 400 50. 725 54. 776 57, 648 
34 |16. 501 17. 789 19, 806 21. 664 23. 952 28, 136 39, 141 44. 903 48. 602 51. 966 56. 061 58, 964 
35 |17. 192 18. 509 20. 569 22, 465 24. 797 29. 054 40. 223 46. 059 49. 802 53. 203 57, 342 60. 275 
36 |17, 887 19. 233 21. 336 23. 269 25, 643 29. 973 41.304 47. 212 50. 998 54. 437 58. 619 61. 581 
37 |18. 586 19. 960 22.106 24. 075 26. 492 30, 893 42, 383 48. 363 52. 192 55, 668 59. 892 62. 883 
38 119. 289 20. 691 22.878 24. 884 27. 343 31. 815 43. 462 49. 513 53.384 56. 896 61. 162 64.181 
39 |19. 996 21. 426 23. 654 25. 695 28.196 32. 737 44. 539 50. 660 54. 572 58. 120 62. 428 65, 476 
40 |20. 707 22.164 24. 433 26. 509 29. 051 33. 660 45. 616 51. 805 55. 758 59. 342 63. 691 66. 766 
41 [21.421 22.906 25. 215 27. 326 29. 907 34. 585 46. 692 52.949 56. 942 60. 561 64. 950 68. 053 
42 |22.138 23. 650 25. 999 28. 144 30. 765 35. 510 47. 766 54.090 58. 124 61. 777 66. 206 69. 336 
43 |22.859 24.398 26. 785 28. 965 31. 625 36. 436 48. 840 55. 230 59.304 62. 990 67. 459 70. 616 


156: 附录 A 党 用 概率 统计 表 


附 表 A.4 分 布 表 


Р(Т2>1.(п)) =a 


> Т 0. 25 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 
1 1.0000 3.0777 6.3138 12. 7062 31. 8207 63. 6574 
2 0.8165 1.8856 2.9200 4,3207 6.9646 9,9248 
3 0.7649 1.6377 2.3534 3.1824 4.5407 5.8409 
4 0.7407 1.5332 2.1318 2.7764 3.7469 4.6041 
5 0.7267 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649 4.0322 
6 0.7176 1.4398 1.9432 2.4469 3.1427 3.7074 
7 0.7111 1.4149 1.8946 2.3646 2.9980 3.4995 
8 0.7064 1.3968 1.8595 2.3060 2.8965 3.3554 
9 0.7027 1.3830 1.8331 2. 2622 2.8214 3. 2498 
10 0.6998 1.3722 1.8125 2. 2281 2.7638 3.1693 
11 0.6974 1.3634 1.7959 2.2010 2.7181 3.1058 
12 0.6955 1.3562 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545 
13 0. 6938 1.3502 1.7709 2.1604 2.6503 3.0123 
М 0.6924 1.3450 1.7613 2. 1448 2.6245 2.9768 
15 0.6912 1.3406 1.7531 2.1315 2.6025 2.9467 
16 0.6901 1.3368 1.7459 2.1199 2,5835 2,9028 
17 0. 6892 1.3334 1.7396 2. 1098 2.5669 2. 8982 
18 0. 6884 1. 3304 1. 7341 2. 1009 2. 5524 2. 8784 
19 0. 6876 1.3277 1.7291 2.0930 2,5395 2.8609 
20 0. 6870 1.3253 1.7247 2.0860 2,5280 2. 8453 
21 0. 6864 1.3232 1.7207 2.0796 2,5177 2.834 
22 0. 6858 1.3212 1.71171 2.0739 2.5083 2,8188 
23 0.6853 1.3195 1.7139 2.0687 2,1999 2.8073 
24 0.6848 1.3178 1.7109 2.0639 2.4922 2.7969 
25 0.6844 1.3163 1.7081 2.0595 2.4851 2.7874 
26 0.6840 1.3150 1.7056 2.0555 2.4786 2.7787 
27 0.6837 1.3137 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707 
28 0.6834 1.3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633 
29 0.6830 1.314 1.6991 2.0452 2.4620 2.7564 
30 0.6828 1.3104 1.6973 2.0423 2.4573 2.7500 


附录 A 常用 概率 统计 表 


附 表 A.5 F2 ASE 


Р(Е> Е,(т,п)) = а 


а = 0. 005 
т 
р 1 2 3 4 5 6 8 12 24 со 

L 16211 20000 21615 22500 23056 23437 23925 24426 24940 25465 
2 198,5 199.0 199.2 199.2 199.3 199.3 199.4 199.4 199.5 199.5 
3 55.55 49.80 47.47 46.19 45.39 44.84 44.13 43.39 42.62 41.83 
4 31.33 26.28 24.26 23.15 22.46 21.97 21.35 20.70 20.03 19.32 
5 22.78 18.31 16.53 15.56 14.94 14.51 13.96 13.38 12.78 12.14 
6 18.63 14.45 12.92 12.03 11.46 11.07 10.57 10.03 9.47 8.88 
Т 16.24 12.40 10.88 10.05 9.52 9.16 8.68 8.18 7.65 7.08 
8 14.69 11.04 9.60 8.81 8.30 7.95 7.50 7.01 6.50 5.95 
9 13.61 10.11 8.72 7.96 7.47 7.13 6. 69 6. 23 5.73 5.19 
10 12.83 9.43 8. 08 7.34 6.87 6.54 6.12 5.66 5.17 4.64 
1 12.23 8.91 7.60 6. 88 6.42 6.10 5.68 5.24 4.76 4,23 
12 11.75 8.51 7.23 6.52 6.07 5.76 5.35 4.91 4.43 3.90 
13 11.37 8.19 6. 93 6. 23 5.79 5.48 5.08 4.64 4.17 3.65 
14 11.06 17.92 6.68 6. 00 5.56 5.26 4.86 4.43 3.96 3.44 
15 10.80 7.70 6.48 5.80 5.37 5.07 4.67 4.25 3.79 3.26 
16 10.58 7.51 6.30 5.64 5.21 4.91 4.52 4.10 3.64 3.11 
17 10.38 7.35 6.16 5.50 5.07 4.78 4.39 3.97 3.51 2.98 
18 10.22 7.21 6.03 5.37 4.96 4.66 4.28 3.86 3.40 2.87 
19 10.07 7.09 5.92 5.27 4.85 4.56 4.18 3.76 3.31 2.78 
20 9.94 6.99 5.82 5.17 4.76 4.47 4.09 3.68 3.22 2.69 
21 9.83 6.89 5.73 5.09 4.68 4.39 4.01 3.60 3.15 2.61 
22 9.73 6.81 5.65 5.02 4.61 4.32 3.94 3.54 3.08 2.55 
23 9.63 6.73 5.58 4.95 4.54 4.26 3.88 3.47 3.02 2.48 
24 9.55 6.66 5.52 4.89 4.49 4.20 3.83 3.42 2.97 2.43 
25 9.48 6.60 5.46 4.84 4.43 4.15 3.78 3.37 2.92 2.38 
26 9.41 6.54 5.41 4.79 4.38 4.10 3.73 3.33 2.87 2.33 
27 9.34 6.49 5.36 4.74 4.34 4.06 3.69 3.28 2.83 2.29 
28 9.28 6.44 5.32 4.70 4.30 4.02 3.65 3.25 2.79 2.25 
29 9.23 6.40 5.28 4.66 4.26 3.98 3.61 3.21 2.76 2.21 
30 9.18 6.35 5.24 4.62 4.23 3.95 3.58 3.18 2.73 2.18 
40 8.83 6.07 4.98 4.37 3.99 3.71 3.35 2.95 2.50 1.93 
60 8.49 5.79 4.73 4.14 3.76 3.49 3.13 2.74 2.29 1.69 
120 8.18 5.54 4.50 3.92 3.55 3.28 2.93 2.54 2.09 1.43 


458 附录 A %ЯиЖжай% 


a=0.01 续 表 
m 
В 1 2. š 4 5 6 8 12 24 оо 

1 4052 4999 5403 5625 5764 5859 5981 6106 6234 6366 
2 98.40 99.01 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.42 99.46 99.50 
3 34.12 30.81 29.46 28.71 28.24 27.91 27.49 27.05 26.60 26,12 
4 21.20 18.00 16.69 15,98 15.52 15.21 14.80 14,37 13.93 13.46 
5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.29 9,89 9.47 9.02 
6 13.74 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.10 7.72 7.31 6.88 
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.84 6.47 6.07 5.65 
8 11.26 8.65 7.59 7.01 6. 63 6.37 6.03 5.67 5.28 4,86 
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.47 5.11 4.73 4.31 
10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.06 4.71 4.33 3.91 
11 9.65 7.20 6.22 5.67 5.32 5.07 4.74 4.40 4.02 3.60 
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.50 4.16 3.78 3.36 
13 9.07 6.70 5.74 5.20 4.86 4.62 4.30 3.96 3.59 3.16 
14 8.86 6.51 5.56 5.03 4.69 4.46 4.14 3.80 3.43 3.00 
15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.00 3.67 3.29 2.87 
16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 3.89 3.55 3.18 2.75 
17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.79 3.45 3.08 2.65 
18 8.28 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.71 3.37 3.00 2.57 
19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.63 3.30 2.92 2.49 
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.56 3.23 2.86 2.42 
21 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.51 3.17 2.80 2.36 
22 7.94 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.45 3.12 2.75 2.31 
23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 2:71 3.41 3.07 2.70 2.26 
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.36 3.03 2.66 2.21 
25 7-77 5.57 4.68 4.18 3.86 3.63 3.32 2.99 2.62 2.17 
26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.29 2.96 2.58 2.13 
27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.26 2.93 2.55 2.10 
28 7.64 5.45 4,57 4.07 3.75 3.53 3.23 2.90 2.52 2.06 
29 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.20 2.87 2.49 2.03 
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.17 2.84 2.47 2.01 
40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 2.99 2.66 2.29 1.80 
60 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.82 2.50 2.12 1.60 
120 6.85 4.79 3.95 3.48 8:17 2.96 2.66 2.34 1.95 1.38 
оо 6. 64 4.60 3.78 3. 32 3.02 2.80 2.51 2.18 1.79 1.00 


附录 A 常用 概率 统计 表 


a=0. 025 续 表 
m 
В 1 2 3 4 5 6 8 12 24 со 

1 647.8 799.5 864.2 899.6 921.8 937.1 956.7 976.7 997.2 1018 
2 38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.37 39.41 39.46 39.50 
3 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.54 14.34 14.12 13.90 
4 12.22 10.65 9.98 9.60 9. 36 9.20 8. 98 8. 75 8.51 8.26 
5 10.01 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 76 6.52 6.28 6.02 
6 8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 5.82 5.60 5.37 5.12 4.85 
Т 07 6.54 5.89 5.52 5.29 5.12 4.90 4.67 4.42 4.14 
8 7.57 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.43 4.20 3.95 3.67 
9 7.21 5.71 5.08 4.72 4,48 4.32 4.10 3.87 3.61 3.33 
10 6.94 5.46 4.83 4.47 4.24 4.07 3.85 3.62 3.37 3.08 
11 6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.66 3.43 3.17 2.88 
12 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.51 3.28 3.02 2.72 
13 6.41 4.97 4.35 4.00 3.77 3.60 3.39 3.15 2.89 2.60 
14 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.29 3.05 2.79 2.49 
15 6.20 4.77 4.15 3.80 3.58 3.41 3.20 2.96 2.70 2.40 
16 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.12 2.89 2.63 2.32 
17 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 3.06 2.82 2.56 2.25 
18 5.98 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3.01 2.77 2.50 2.19 
19 5.92 4.51 3.90 3.56 3.33 3.17 2.96 2.72 2.45 2.13 
20 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 2.91 2.68 2.41 2.09 
21 5.83 4,42 3.82 3.48 3.25 3.09 2.87 2.64 2.37 2.04 
22 5.79 4.38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.84 2.60 2.33 2.00 
23 5.75 4.35 3.75 3.41 3.18 3.02 2.81 2.57 2.30 .97 
24 5.72 4.32 3.72 3. 38 3.15 2.99 2.78 2.54 2.27 .94 
25 5.69 4.29 3. 69 3. 35 3.13 2.97 2.75 2.51 2.24 291 
26 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 2.94 2.73 2.49 2.22 .88 
27 5.63 4.24 3.65 3.31 3.08 2.92 2.71 2.47 2.19 .85 
28 5.61 4.22 3.63 3.29 3.06 2.90 2.69 2.45 2.17 . 83 
29 5.59 4.20 3.61 3.27 3.04 2.88 2.67 2.43 2.15 .81 
30 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.65 2.41 2.14 79 
40 5.42 4.05 3.46 3.13 2.90 2.74 2.53 2.29 2.01 .64 
60 5.29 3.93 3.34 3.01 2.79 2.63 2.41 2.17 1.88 .48 
120 5.15 3.80 3.23 2.89 2.67 2.52 2.30 2.05 1.76 231 
со 5.02 3.69 3.12 2.79 2.57 2.41 2.19 1.94 1.64 .00 


7 附录 A SARAHA 


a=0. 05 续 表 
m 
Ë 1 2 3 4 5 6 8 12 24 со 

1 161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 238.9 243.9 249.0 254.3 
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.37 19.41 19.45 19.50 
3 10.13 9.55 .28 9.12 9.01 94 8. 84 8.74 8.64 53 
4 1271 6.94 6. 59 6. 39 6.26 6.16 .04 5. 91 5.77 5.63 
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.82 4.68 4.53 4.36 
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.15 4.00 3.84 3.67 
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.73 3.57 3.41 3.23 
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.44 3.28 3.12 2.93 
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.23 3.07 2.90 2.11 
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.07 2.91 2.74 2.54 
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 2.95 2.79 2.61 2.40 
12 4.75 3.88 3.49 3.26 3.11 3.00 2.85 2.69 2.50 2.30 
13 4.67 3.80 3.41 3.18 3.02 2.92 2.77 2.60 2.42 2.21 
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.70 2.53 2.35 2.13 
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.64 2.48 2.29 2.07 
16 4.49 3. 63 3. 24 3.01 2.85 2.74 2.59 2.42 2.24 2.01 
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.55 2.38 2.19 .96 
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.51 2.34 2.15 92 
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.48 2.31 21 .88 
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.45 2.28 2.08 84 
21 4,32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.42 2.25 2.05 81 
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.40 2.23 2.03 78 
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.38 2.20 2.00 76 
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.36 2.18 1.98 73 
25 4.24 3.38 2.99 2.76 2.60 2.49 2.34 2.16 1.96 71 
26 4.22 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.32 2.15 1.95 69 
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.30 2.13 1.93 67 
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.44 2.29 2.12 1.91 .65 
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.54 2.43 2.28 2.10 1.90 64 
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.27 2.09 1.89 62 
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.18 2.00 1.79 51 
60 4.00 3.15 2.76 2.52 2.37 2.25 2.10 1.92 1.70 39 
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.17 2.02 1.83 1.61 .25 
оо 3.84 2.99 2.60 2.37 2.21 2.09 1.94 1.75 1.52 .00 


附录 A 常用 概率 统计 表 


m 


1 2 3 4 5 6 8 12 24 со 

M 
1 39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 59.44 60.71 62.00 63.33 
2 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.37 9.41 45 9.49 
3 5.54 5.46 5.36 5.32 5.31 5.28 5.25 5.22 5.18 5.13 
4 4.54 4.32 4.19 4.11 4.05 4.01 3.95 3.90 3.83 3.76 
5 4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 3.40 3.34 3.27 3.19 3.10 
6 3.78 3.46 3.29 3.18 3.11 3.05 2.98 2.90 2.82 2.72 
7 3.59 3.26 3.07 2.96 2.88 2.83 2.75 2.67 2.58 2.47 
8 3.46 3.11 2.92 2.81 2.73 2.67 2.59 2.50 2.40 2.29 
9 3.36 3.01 2.81 2.69 2.61 2.55 2.47 2,38 2.28 2.16 
10 3.29 2.92 2.73 2.61 2.52 2.46 2.38 2.28 2.18 2.06 
1 3.23 2.86 2.66 2.54 2.45 2.39 2.30 2.21 2.10 1.97 
12 3.18 2.81 2.61 2.48 2.39 2.33 2.24 2.15 2.04 .90 
13 3.14 2.76 2.56 2.43 2.35 2.28 2.20 2.10 1.98 85 
14 3.10 2.73 2.52 2.39 2.31 2.24 2.15 2.05 1.94 .80 
15 3.07 2.70 2.49 2.36 2.27 2.21 2.12 2.02 1.90 . 76 
16 3.05 2.67 2.46 2.33 2.24 2.18 2.09 1.99 1.87 . 72 
17 3.03 2.64 2.44 2.31 2.22 2.15 2.06 1.96 1.84 .69 
18 3.01 2.62 2.42 2.29 2.20 2.13 2.04 1.93 1.81 .66 
19 2.99 2.61 2.40 2.27 2.18 2.11 2.02 1.91 1.79 .63 
20 2.97 2.59 2.38 2.25 2.16 2.09 2.00 1.89 1.77 .61 
21 2.96 2.57 2.36 2.23 2.14 2.08 1.98 1.87 1.75 .59 
22 2.95 2.56 2.35 2.22 2.13 2.06 1.97 1.86 1.73 .57 
23 2.94 2.55 2.34 2.21 2.1 2.05 1.95 1.84 1.72 .55 
24 2.93 2.54 2.33 2.19 2.10 2.04 1.94 1.83 1.70 .53 
25 2.92 2.53 2.32 2.18 2.09 2.02 1.93 1.82 1.69 .52 
26 2.91 2.52 2.31 2.17 2.08 2.01 1.92 1.81 1.68 .50 
27 2.90 2.51 2.30 2.17 2.07 2.00 1.91 1.80 1.67 .49 
28 2.89 2.50 2.29 2.16 2.06 2.00 1.90 1.79 1.66 .48 
29 2.89 2.50 2.28 2.15 2.06 1.99 1.89 1.78 1.65 .47 
30 2.88 2.49 2.28 2.14 2.05 1.98 1.88 1.7 1.64 .46 
40 2.84 2.44 2.23 2.09 2.00 1.93 1.83 1:72 1.57 . 38 
60 2.79 2.39 2.18 2.04 1.95 1.87 1.77 1.66 1.51 . 29 

120 2.75 2.35 2.13 1.99 1.90 1.82 1.72 1.60 1.45 .19 
со 2.71 2.30 2.08 1.94 1. 85 1.17 1.67 1.55 1. 38 .00 


ІН B 


F Arfi F- distribution 

下 检验 F-test 

1 分布 t- distribution 

TÉ% T-test 

Z 检 验 Z-test 

贝 叶 斯 公式 ”Bayes” formulas 

备 择 假设 alternative hypothesis 

边缘 分 布 函 数 marginal distribution function 
标准 差 standard deviation 


伯 努 利 大 数 定律 ”Bernoulli law of large numbers 

伯 努 利 试验 ”Bernoulli trials 

泊 松 分 布 

不 相关 

大 数 定律 law of large numbers 

单 因素 方差 分 析 single factor ANOVA 或 one-way 
ANOVA 

第 二 类 错误 

第 一 类 错误 

棣 葛 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 “De Moivre-Laplace theorem 

点 估计 point estimation 

独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 


distribution central limit theorem 


Poisson distribution 


uncorrelated 


type Il error 


type Í error 


independence and 


对 立 事件 opposite event 

二 维 离散 型 随机 变量 
random variable 

二 维 连续 型 随机 变量 
random variable 

二 维 随机 变量 

二 项 分 布 “binomial distribution 

方差 variance 

方差 分 析 analysis of variance (ANOVA) 

方差 分 析 表 the ANOVA summary table 

x 分 布 chi-square distribution 

分 布 函数 distribution function 

分 布 律 ”probability function 


two dimensional discrete 


two dimensional continuous 


two dimensional random variable 


常用 术语 的 汉 英 对 昭 


概率 
概率 乘法 公 
概率 密度 函数 probability density function 
ЖЖ individual 

古典 概率 
回归 
回归 方程 
回归 分 析 
回归 函数 regression function 
回归 曲 ( 直 ) 线 
回归 系数 
基本 事件 basic event 

极 大 似 然 舍 计 maximum likelihood estimation 
假设 检验 ”hypothesis testing 

她 检验 chi-square test 


probability 


multiplication formulas of probability 


classical probability 
regression 
regression equation 


analysis of regression 


regression curve (line) 


regression coefficient 


检验 统计 量 test statistic 
简单 随机 样本 simple random sample 
Ë moment 


和 矩 估计 moment estimation 
拒绝 域 
均匀 分 布 
控制 
离散 型 随机 变量 discrete random variable 
离散 型 随机 变量 的 边缘 分 布 律 
distribution law of discrete random variable 
连续 型 随机 变量 continuous random variable 
连续 型 随机 变量 的 边缘 概率 密度 
probability density of continuous random variable 
联合 分 布 函数 
联合 分 布 律 
联合 概率 密度 
两 点 分 布 
临界 值 
频率 ”frequency 
切 比 雪夫 不 等 式 


rejection region 
uniform distribution 


control 


the marginal 


the marginal 


joint distribution function 
joint distribution law 

joint probability density 
two-point distribution 


critical value 


the Chebyshev inequality 


附录 B 常用 术语 的 汉 英 对 个 


切 比 雪夫 大 数 定律 ”Chebyshev law of large numbers 
区 间 估 计 
全 概率 公式 ”formulas of total probability 
散 点 图 
上 a 分 位 点 

事件 的 独立 性 
数学 期 望 
随机 变量 
随机 变量 的 独立 性 
随机 实验 
随机 事件 random event 
条 件 分 布 函数 
条 件 分 布 律 
条 件 概率 

条 件 概率 密度 
统计 分 布 
统计 量 

无 偏 估计 
显著 性 检验 
显著 性 水 平 
相关 系数 

协 方差 covariance 
辛 钦 大 数 定律 
FÀ k rsi 


interval estimation 


scatter diagram (scatter graph) 
upper percentile of а 
independence of the event 
expectation 
random variable 
independence oÍ random variable 


random experiment 


conditional distribution function 
conditional distribution law 
condition probability 
conditional probability density 
statistical distribution 
statistic 
unbiased estimate 
significance test 
significance level 


correlation coefficient 


Khinchine law of large numbers 


sample moment oÍ order k 


样本 标准 差 sample standard deviation 
样本 方差 sample variance 

样本 均值 ”sample mean 

样本 空间 sample space 


一 元 线性 回归 ”simple linear regression 
一 致 估计 量 uniform estimator 
IKEE convergence in probability 
因素 (因子 ) factor 

有 效 估计 量 efficiency estimator 


预报 
原 假设 original hypothesis 
正 态 分 布 normal distribution 


prediction 


指数 分 布 exponential distribution 

置信 和 度 ( 置 信 水 平 ) degree of confidence(confidence 
level) 

置信 区 间 confidence interval 

置信 上 限 confidence upper limit 

置信 下 限 confidence lower limit 

中 心 极限 定理 central limit theorem 

总 平方 和 total variation 

总 体 population 

HEPA variation between groups 

组 内 平方 和 variation within groups 


最 小 二 乘法 method of least squares 


习题 1 
1. (1) 5-(ННН.ННТ.НТН.НТТ.ТНН.ТТН.ТНТ.ТТТ) 
А=(ННН,ННТ,НТН,НТТ) 
В-(ННТ,НТН,НТТ,ТНН,ТТН,ТНТ) 
С-І(ННН,ННТ.НТН.НТТ.ТНН.ТТН,ТНТ); 
(2) 5--((1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),(1,2,6),(1,3,4),(1,3,5),(1,3,6), 


(1,4,5),(1,4,6),(1,5,6),(2,3,4),(2,3,5),(2,3,6),(2,4,5), 
(2,4,6),02,5,6),(3,4,5),(3,4,6),(3,5,6),(4,5,6)} 
А= {02,3,4),(2,3,5),(2,3,6),(2,4,5),(2,4,6),(2,5,6)} 
B={(1,3,5)} 
C= (I CA (LD 
(3) 5= ((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), 
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5).(2,6). 
ЕЛ ЕРЛЕР (3,4y, 03.55 09;6y, 
(4,1),(4,2),(4,30,(4,40,(4,5),(4,6), 
(5,1).(5,2),(5,3).(5.4).(5.5).(5.6), 
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6.5),(6,6)) 
А-1(1,3),(1,5),(3,1),(5.1)) 
В={(1,2),(1,4),(1,6),(2,1),02,3),(2,5),(3,2),03,4),(3,6), 
(4,1),(4,3),(4,5),(5,2),(5,4),(5,6),(6,1),(6,3),(6,5)) 
2. (1) 该 生 是 三 年 级 男生 ,但 不 是 数学 建 模 竞赛 队员 ; 
(2) 只 有 三 年 级 男生 参加 数学 建 模 竞 赛 ; 
(3) 只 有 男生 参加 数学 建 模 竞赛 
3. (1) 0.3; (2) 0.07, (300.14; (4) 0.9; (5) 0.1; (6) 0.83 
4. (1) ASB 时 ,P(AB) 最 大 ,为 0.5; 
(2) 当 P(AUB)=1 时 ,P(AB) 最 小 ,为 0.3 


1 
5. 0.6 6. 证 略 7.19 
5 1680 10X8? 8 GS 
8. а); (9-4: 0-2» ӨІз-е 
的 CEGC 
9. (1) 48 126) (9) 13 — 13 


AJ 5 ` 
(92 52 


22. 


25. 


6. 


жарысы атаса асы. 


а 14, = 15. (1) 5, (2) 0.22 16. (1) 0.988; (2)-5- 


. 9 = 


. 5 局 3 胜 33. 0.862904 34. Š 


730 (7170 ~ (7199 7200 
Сі С 2 Соо C300 БЕЗ Coo 


7700 
1000 1000 Ciovo 


. 0.75 18. 0,328 19. 0. 936 


š 40 
:证 略 бт 


(1) 0.896; (2) 3 23. 24. 
CN 十 1) 十 mN | 
(m+n)(M+N+1)' 


1 
(m+n)(m+n—1)(M+ N+2) ж» 


(1) 


(2) 


1)(N+2)+m(m—1)N+2nm(N+1)] 


. 0.942 


Cio C (С)? 
Ci 


сьс) 
Ch 


"420,3 80, жа 31, (1) 0.1402; (2) 1 


оь 


(2) С, ; (3) 


` 2n 7 


21 


. 0. 125 449;0. 281 478 2;0. 593 0728 


163 109 


т (2) т 


450! 287 


a |z ns (Әс? G) 


1 
b 10 10 10 


Р(Х>3)-0 


X | 1 2 3 БЕ п 


bi Е 0.6X0.4 0.60.4 + 0.6"! х0. 4 


а) 42, 00912 5. Х-В(5,1—0.9%) 


(1) 0. 2048; (2) 0. 057 92; (3) 0. 993 28 


0, 2<0 
+ 0<x<1 
0, т<0 
9 а) ЕС) 1р, K< D РС) |2, 1620, 19, 2 
1; 221 
19 
=” ае 
27 2<т<3 
1, z23 
21 x | -1 1 4 
10. = 1L h | оз 0.5 0.2 


Zs 0<xz<1 


12. (1) A=0,8=4,C=2; (2) f a)=42—xz, 1<т<2; а) + 
0, 其 他 
13. (1) A=0.5; 
0, 4<-- 
Tu i x x 
(2) F(x)=P{X<zx} ә (sin 2+1), 2<<% 
Ls z2+ 
14. (945 Q) + 15. 0.625 16. (1) е1, (2) er 
17. (1) 0. 5328,0. 6977; (2) c=3; (3) d 至 多 是 0. 436 
18. (1) 70,14,81; (2) 0.984 
ү | = 1 7 
19. h | ол 0.5 0.4 
0. х<0 
ы, 0<:<2 
20. D a= b=1; (2)F(z)= ; 
k= =l 2<x<4 
1, 4<т 
ly _ 
16 ° 3<у<1 
1 с 
03) z’ (4) fy(y)= LEY, -7<у<-3 
0. 其 他 
a -2<у<4 2. e 1<y<e 
21. (1) fyG)= | 6 ; D fy(y)=|2y" 


0, 其 他 о, 其 他 


[2 ж 
—e z, у>0 
22. fy(y)= x ж; 


23. (С) 24. СА) 


о-Х |o ы в ә, уй 
29 21 9 1 91 
h 91 91 91 91 
Fu т<0 
26. (1) A=: (2) F(z)= 
1——e*, z2Z0 
1 k 1 4-% 
27. Р(Ү-е) (2 (: 1) ， k=0,1,2,3,4 
Y | 一 1 2 3 
28. (С) 29. 
рь | 0.2 0.5 0.3 
0, y<0 
l, 0<у<І 
30. Fy(y)=1y, o<y< 99-1 , 即 Y~U(0,1) 
0, 其 他 
1, у21 
31. 后 一 方案 优 于 前 一 方案 
习 题 3 
L, 7) Y | 
0 1 
X | 
0 а? ab 
(a+b) (a+b) 
1 ab ы 
(a +b: (ағы 
(2) Y | P 1 
Ж 
0 а(а- 1) ab 
(a+b)(a+b—1) (a+b)(a+b—1) 
i ab 600—1) 
(atb) (а +1) Са) (а +1) 
rA 
` | 
0 1 2 3 
X 
0 0 0 0 1/8 
1 0 0 3/8 0 
2 0 3/8 0 0 
3 1/8 0 0 0 


1 1 1 қ 
3. A=, B= A=, B= 0 355 
ТЕТЕ Тайлан аа. 
d 5l4; х,у) = ; 
k. A 
(3) (1-е Je? 
5. D k=15; DÈ 
i 64 
НЕ БАЛАН ТТ ааа, 
аук ; 0,256 795+), т>0,у>0 AG) 0,5е7%%=, т>0 
+. == А ра А 
у. W 其 他 х б. Ие 
0,567», у>0 
0)= ы “ауен 
iii N y<0 
ГА Y А ， А 
x b 
-1 0 1/3 1/12 5/12 
0 1/6 0 0 1/6 
1 5/12 0 0 5/12 
p's 7/12 1/3 1/12 
8. (1) x I Р А ， 
bi. 1⁄4 1⁄4 1⁄4 1⁄4 
Y 1 2 3 
р. 1/2 1/3 1/6 
(2) YIX=4 1 2 š 
А 1/3 1/3 1/3 
Х|Ү=3 1 4 
b 1/2 1/2 
1 Мі ат 
9. Рн нгі 10. 17 
0. 其 他 
п. а) Y 
|e i 
y 
1 1/4 0 
Қ 0 1⁄2 


习题 答案 169 
(2) 不 相互 独立 
3, Е 
сез 1<xz<1 >, у>0 
12. о жене? oo КЕТЕДІ г) 
0, 其 他 0, y<0 
2 
13. (D ss 
П" x 1 т 
— rsinr, 0<+<— —ycosy, 0<y<— 
en бесік ко Е, 
0, 其 他 0, 其 他 
(3) 不 相互 独立 
14. (1) Y 
| 1 2 3 
х 
1 0.2 012 0.08 
2 0.15 0.09 0.06 (2) 0.74 
3 0.1 0. 06 0.04 
4 0.05 0.03 0.02 
zA о В 
15. а= 16'8 97% 
25%, оао 
16. (1) f(z,y)=] 2 ; 02) 0.1445 
0, 其 他 
17; (1) 
z | — -1 0 1 2 
p | 09 0.12 0.34 0.2 025 7 
(2) 
-1 0 1 
b 0.12 0.68 0,2 i 
(3) 
M = 0 1 
p 0.09 0.16 07 7 
(4) 
N | -1 0 1 
p | 0.51 0.24 0.25 
lae, z>0 
18. (1) 不 相互 独立 ; (2) р 00) =) 2 
0, z<0 
0, =<0 
Р мы ыы ТТ 
; шн C 2» 0621. еб ін 其 他 
1, ері 


z 0<<xz<1 
(2) 15, 63) f= 11—01, 142 
0, 其 他 
іш мәз” z>0 
0, z<0 
21. 略 
22. Y 
£ | 1 2 3 4 
1 1/10 1/10 1/10 1/10 
2 1/10 1/10 1/10 0 
3 1/10 1/10 0 0 
4 1/10 0 0 0 
23. (1) Со) -| т oo- 人 ны 
其 他 0. 其 他 
0<z<2 


(2) fz(z)= И Ж” 


1. усе -іһу, 0<у<1 
24. (1) Ру) =) z s. 0) o=], Kh ' 
о, 其 他 ! 
(3) 1—In2 
0, z<0 
1 : =. 
=(1—е *), 0<:<2 ез, 220 
25. fz(z)=12 26. fz(z)= 
f; I fz z f, z<0 
FeDe, z>2 
0, z<0 
1 
=, z< 
27. a=47 28, ко-і VOS 
1 
аа 32% 
29. 证 略 30. WEW 31. 证 略 
习 题 4 
1. (10) 2,25 (2) 1,795 039)2. 2. 1-2,1. 


3 3 
3. 10 4. 1500 5, еш 


=. L ЫР 
6. 4320: (2) js; (05 7.4059 (059 (93 


8. —0.2,2, 76,27. 6 9. 0,0. 5,0. 5 


1 (е2—1)°2 е? (е — 1)? 
1: (2) q 1 


10. (1) а= Í b= 1, = 11. 8.857 35 


12. (1) 0,0,0; (2) 不 相关 ,不 独立 13. 略 
7 71111 1 1 1 2 
М. iia зрур 1500 а 29 E 
17. 33.64 18. 1,0—0) 
yar; 
19. 当 y 一 3500t t, ERK, X 8.25 10° 万 元 
20.5 205 22.21 28. 43331 
3 3 
1 =% ya? y 
24. es(T+t6tr) — 25. 证 略 
3z.5 
习 题 5 
L 1 2. 3 3. 0.0062 4. 0.5762 5. 4996 6. 0.9525 
7. (1)0.6826; (2)66564 8.12 9. 5 10. (C) ”11. жа 
12, 190 
J 题 6 


1. (10 М) NOD DD; (2) t(n); 
G) y (18),18; (4) o (i E (5) (39. 51,40. 49) 


2. (1) (O); (2) (O) 3. (1) Ds (2) 30 +32) 


-8(:-7,} П OEE 
а арз 6 CE (д) 1 ces 
7 V2rc 2д0? 


(3) (ХХХ) smax {Xi XXa), ХОХ, 2а BBB: EOX HXO 
不 是 统计 量 


5. 18.6167,10.9088 6. (1) 0.9918; (2)165 7.0.99 8.0.10 9. п,2" 

2X 222% 元 元 
10. 147,7578,8889 1. (0)-Я,) (2) = 12 DAK (2 1 
13. ô= 11,0 А 14. (1) HAX; (2) 证 略 


> а (1 X) 
і=1 


š — s 二 _ G 
15. (1) 证 略 ; (2) 0=X— 16. (1) 证 略 ; (2) ни 


17. (1) (5.608,6.392); — (2) (5.5584,6.4416) 
18. (1) (14.754,15.066); (2) (0.0188,0.1512) 
19. (432.3055,482.695) 20. 证 略 

21. (006; (002 

22. (0) (О); 02) KD) 


23. д= тіп |у." 2,) 


24, 2(n—1)a 
ЖЕТЕН 
25. 0-22, ô= 
26. (1) p=; 8= 一 ” 
т (2) B= — 
a In X; 


27. (DD) 0=X; ô= 


1 
28. (1) et¥; (2) (一 0.98,0.98); (3) (еб, ег) 
29. (—0. 8986,0. 0186) 
30. (1) (0.00788,0.01597); (2) (0. 1588,24. 0076) 


у #@ 7 


.接受 假设 2. ПИА ИЯ Р 1250C 

. 可 以 认为 平均 成 绩 为 70 分 

. (1) 接受 含量 不 超过 17.5 mg; (2) 接受 含量 不 超过 17.5 mg 

. 强度 均值 没有 改变 6 方差 变化 了 7. 新 工艺 方差 不 再 是 0. 112° 

. 该 日 维尼 纶 纤 度 标准 差 不 正常 9. 接受 H, 

(1) 标准 差 不 为 0.048 cm; (2) RUH 00.0482 ”11. 证 略 

. 两 种 药 的 浓度 无 显著 不 同 13. (1) 不 可 以 认为 中 = 到 D) WAAK a<; 


со n = w н 


= = 
N о 


о 88 


1. 有 显著 差异 2. 有 显著 差异 3. 无 显著 差异 4. 有 显著 影响 
5. (1) 3 一 一 39.02 十 0.63z; (2) 6:=66.81; (3) %=59.16 
6. (1)5== 一 2.735 十 0. 4832.2 9=67. 3+0. 483(z 一 145)， 
(2) ?二 0.934; (3) 显著 
7, (1) ?一 193.95 十 1.80z; (2) 显著 ; (3) (255.988,366. 004) 
8. (1) 7 一 10. 28 十 0. 304z, 约 为 0.304; (2) 显著 ; (3) 78.68,(77.47,79.89) 


шы, £ И 
9. 0 В, 0) $= ір 1008000 9) 显著 


